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I POGLAVLJE
POLJE REALNIH BROJEVA

1. ISTORIJSKI PREGLED RAZVOJA POJMA
REALNOG BROJA

Jedan od najvaznijih pojmova u matematici je pojam realnog broja. Isto-
rijski razvoj pojma realnog broja ide od prirodnih, preko celih i racionalnih
do iracionalnih brojeva. Mozemo smatrati da su prirodni brojevi: 1, 2, 3,
4, 5, ...nastali sa nastankom ¢oveka. Skup prirodnih brojeva se oznacava
sa N, dakle, N ={1,2,3,4,5,...}. U skupu prirodnih brojeva definisane su
dve binarne operacije: sabiranje i mnoZenje, tj. ako su m,n € N, tada je
im+mnée& Nim-n € N. Za sabiranje i mnozenje prirodnih brojeva vaze
zakoni asocijacije i komutacije, kao i zakon distribucije mnozenja u odnosu
na sabiranje. Skup prirodnih brojeva je potpuno ureden po veli¢ini relaci-
jom < (manje ili jednako): 1 < 2 <3 <4 <5 < --- U tom uredenju,
broj 1 je minimum skupa N, dok maksimum ne postoji. Svaki broj ima
svog neposrednog sledbenika, a svaki broj, razli¢it od 1, svog neposrednog
prethodnika. Ako je n prirodni broj razli¢it od 1, tada je n — 1 njegov nepo-
sredni prethodnik, a n 4+ 1 njegov neposredni sledbenik. Za brojeve n — 1 i
n, odnosno n i n + 1 kaze se da su uzastopni prirodni brojevi. Izmedu dva
prirodna broja n i n + (k + 1), gde je k € N, nalazi se k prirodnih brojeva.

Medutim, ako se zna zbir m dva prirodna broja i jedan od sabiraka,
recimo n, tada nepoznati sabirak x mozemo odrediti samo u slucaju kad je
m > n. Drugim re€ima, jednacina x +n = m ima reSenje u skupu prirodnih
brojeva samo u slucaju kad je m > n. Zahtev da jednacina n + x = m ima
reSenje za proizvoljne m,n € N dovodi do prosirenja skupa prirodnih broje-
va u skup celih brojeva. Broj nula dobijamo kao reSenje jednacine x+1 =1,
ili bilo koje jedna¢ine z +n = n (n € N). Broj —1 dobijamo kao resenje
jednacina =+ 1 = 0, ili bilo koje jednacine x4+ (n+1) =n (n € N). Uopste,
broj —n dobijamo kao reSenje jednacine x + n = 0, ili bilo koje jednacine
z+(n+m) =m (m,n € N). Skup celih brojeva ¢emo oznacavati sa Z (upo-
trebljavaju se jo§ i oznake D i E). Dakle, Z = {...,—-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
Za sabiranje i mnozenje celih brojeva vaze zakoni asocijacije i komutacije,
kao i zakon distribucije mnoZenja u odnosu na sabiranje. U skupu Z se
definiSe i binarna operacija oduzimange, tj. razlika dva cela broja. Razlika
celih brojeva m i n je broj k, takav da je n + k = m. PiSemo kK = m — n,
jasno m —n = m + (—n). Skup Z je potpuno ureden po veli¢ini relacijom
<3 <2< -1<0<1<2<3 < ... Uovakvom uredenju ne
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postoji ni maksimum ni minimum skupa Z; svaki broj ima svog neposrednog
prethodnika i neposrednog sledbenika, izmedu svaka dva neuzastopna cela
broja postoji kona¢no mnogo celih brojeva.

Medutim, jednacina 2z = 1 u skupu celih brojeva nema reSenja, tj. u
skupu Z ne postoji broj z, takav da je proizvod broja 2 i broja x jednak 1.
Zahtev da ova jednacina, kao i sve jednacine oblika gx = p, gde p,q € Z
i ¢ # 0, imaju reSenje, dovodi do pro§irenja skupa celih brojeva u skup
racionalnih brojeva ili razlomaka. ReSenje jednacine qr = p izrazavamo u
obliku z = pg~!. Ovim je definisana binarna operacija deljenje, s jednim
izuzetkom da se ne moze deliti nulom. Koli¢nik brojeva p i ¢ je broj kojim
treba pomnoziti broj ¢ da bi se dobio broj p. Ozna¢avamo ga sa p : ¢ ili 6,

a to je, u stvari, p- ¢! (g # 0). Racionalan broj je svaki broj oblika ]—), gde
q

p,q € Z i q# 0. Skup racionalnih brojeva ¢emo oznacavati sa ). Dakle,

Q= {Llvaenynr o).

Napomenimo da bez ograni¢enja mozemo pretpostaviti da je ¢ > 0. Za sa-
biranje i mnozenje racionalnih brojeva vaze zakoni asocijacije i komutacije,
kao i zakon distribucije mnozenja u odnosu na sabiranje. U skupu @ \ {0}
deljenje je takode binarna operacija.

Skup racionalnih brojeva potpuno je ureden relacijom <, tj. za svaka
dva racionalna broja a i b vazi jedan od sledeéa tri odnosa: a < b, a = b ili
a > b. Izmedu dva ma koja racionalna broja a i b postoji beskonacno mnogo

izmedu

a
racionalnih brojeva. Naime, ako je a < b, tada je broj ¢ =

. . . at+c . . . . . .
brojeva a i b. Isto tako, broj ¢; = —5 je izmedu brojeva a i ¢ i broj

cy = izmedu ci b, tj. a < c1 < ¢ < cg < b. Ovaj postupak se moze
nastaviti i po svojoj prirodi je takav da mu nema kraja, Sto upravo i znaci
da izmedu svaka dva racionalna broja postoji beskona¢no mnogo racionalnih
brojeva. Zato kazemo da je skup racionalnih brojeva svuda gust.

Akojer € Qim € Z, tada je r" € @, ali ako r,m € @, tada "™ ne

4 64
mora biti racionalan broj. Na primer, <5) =105 je racionalan broj, dok

4\ 3
(5) nije racionalan broj. Pre nego Sto dokazemo da broj ¢iji je kvadrat 2

(a koji oznacavamo sa y/2) nije racionalan, odnosno da jednacina 22 = 2 ne-
ma reSenja u skupu racionalnih brojeva, napomenimo da su u Staroj Grékoj
brojevima davali geometrijski smisao, jer su oni dovodeni u vezu s merenjem
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veli¢ina. Izmeriti neku veli¢inu znaé¢i uporediti je sa jedinicom mere te ve-
li¢ine, tj. nadi koliko se puta jedinica mere sadrzi u veli¢ini koja se meri. Na
ovaj nacin se merenoj veli¢ini pridruzuje merni broj.
Medutim, sledeé¢i jednostavan primer me-
renja duzi pokazuje da se svakoj duzi ne moze
pridruziti merni broj koji bi bio racionalan.
Naime, jos su u Staroj Grékoj pripadnici poznate
Pitagorejske?) skole (u V i IV veku pre nove ere) f
znali da su stranica a i dijagonala d kvadrata
nesamerljive duzi, tj. da je nemoguée naéi duz
koja bi se ceo broj puta sadrzavala i u stranici i 7l
u dijagonali kvadrata. Ovo je u vezi sa ¢injeni- sl 1
com da v/2 nije racionalan broj. Naime, ako bi
postojala duz ¢ koja se ¢ puta sadrzi u a i p puta u d, gde su p i ¢ celi
brojevi, tada bi bilo a = qc i d = pc. Kako je, prema Pitagorinoj teoremi,
d = av/2, dalje bi bilo pc = gev/2, tj. p = qv/2 ili V2 = g, §to bi znacilo da

je \/5 racionalan broj.
Dokazimo, medutim, da v/2 nije racionalan broj, tj. da se ne moze pred-
staviti u obliku ]—9, gde su p i q celi brojevi. Dokaz koji navodimo potice od
q

Euklida.?) Pretpostavimo suprotno, da je V2 = Z—?, gde su p i ¢ uzajamno
q
prosti celi brojevi, tj. NZD (p,q) = 1. Ova pretpostavka je bitna i ona se

. e e e s . . . . p .
uvek moze uciniti, jer ako p i ¢ nisu uzajamno prosti, razlomak = se moze
q

skratiti. Dalje sledi p = ¢v/2, tj. p?> = 2¢?, §to znadi da je p?, a samim
tim i p, deljivo sa 2. Dakle, p = 2m, gde m € Z, pa poslednja jednakost
daje 4m? = 2¢2, tj. ¢> = 2m?, §to znaci da je i ¢%, a samim tim i ¢, deljivo
sa 2. Dobili smo da je 2 zajednicki ¢inilac brojeva p i ¢, $to je suprotno
pretpostavei da su p i ¢ uzajamno prosti. Ovim smo dokazali da /2 nije
racionalan broj. Broj v/2 je iracionalan.

Saznanje da odnos dijagonale i stranice kvadrata nije racionalan broj i
da se, u skladu sa tim, na primer, dijagonali jedini¢nog kvadrata ne moze
pridruziti merni broj koji bi bio racionalan, jeste prvi susret sa iracionalnim
brojevima. To saznanje je unelo zabunu medu matematicare, jer je tesko
bilo prihvatiti da se posve odredenoj duzi, kakva je dijagonala kvadrata, ne
moze pridruziti merni broj. Pojam iracionalnog broja biée precizno defini-
san tek dve hiljade godina kasnije, a zasluge za to pripadaju znamenitim

2)Pitagora (580-500. god. pre nove ere) starogréki matematicar.
3 Buklid (365?7-2757 god. pre nove ere), starogréki matematicar.



12 Polje realnih brojeva

matematicarima XIX veka - Dedekindu®), Kantoru® i Vajerstrasu.%) O ne-
kim Dedekindovim i Kantorovim rezultatima u tom smislu bi¢e reéi kasnije
u okviru aksiomatske metode izu¢avanja realnih brojeva.

Dakle, pored racionalnih, postoje i iracionalni brojevi. Mozemo reé¢i da

je broj iracionalan ako se ne moze predstaviti u obliku Z—?, gde p,q € Z i
q
q # 0. Skup iracionalnih brojeva ¢emo oznacavati sa I.

Definicija 1. Jednacina oblika
apzr” + a1z" '+ -+ ap_1x +a, =0,

gde su koeficijenti a; (i = 0,1,2,...,n) celi brojevi, ayp # 0in € N, je
algebarska jednacina n-tog stepena.

Definicija 2. Broj koji predstavlja resenje algebarske jednacine naziva
se algebarski broj.

Algebarski briojevi Transcedentni

brojevi
M2 ©Q @®

S;. 2

Svi racionalni brojevi su algebarski, jer su reSenja algebarske jednacine
prvog stepena agx + a; = 0, ag,a1 € Z i ag # 0. Broj V2 je takode al-
gebarski, jer zadovoljava jednac¢inu 22 — 2 = 0. Nije tesko pokazati da su
algebarski iracionalni brojevi: v/3, 2v/5, 3+ 5v/7 itd. Medutim, postoje ira-
cionalni brojevi koji nisu algebarski, to su transcedentn: iracionalni brojevi.
Brojevi: m, e, logy 5 itd. su transcedentni iracionalni brojevi.

Unija skupa racionalnih i skupa iracionalnih brojeva je skup realnih bro-
jeva. Uobicajena oznaka za skup realnih brojeva je R. Dakle, R=Q U I.

Pregled prirodnih, celih, racionalnih, iracionalnih, algebarskih i transce-
dentnih brojeva dat je na sl. 2.

2. AKSIOME SKUPA REALNIH BROJEVA

Koristeéi sve rezultate o svojstvima realnih brojeva do kojih su dosli
matematicari, moguce je teoriju realnih brojeva zasnovati aksiomatski, tj.

YRichard Dedekind (1831-1916), nemacki matematicar.
%) Georg Cantor (1845-1918), nemacki matematicar.
9 Karl Weierstrass (1815-1897), nemacki matematicar.



II POGLAVLJE
KARDINALNI BROJ SKUPA

Definicija 1. Za skupove X i Y kazemo da su ekvivalentni ako postoji
bijekcija f: X — Y.
Pisemo: X ~ Y.

Lako je pokazati da je relacija ekvivalentnosti skupova jedna relacija
ekvivalencije.

Definicija 2. Ako su skupovi X i Y ekvivalentni, tada kazemo da oni
imaju isti kardinalni broj, ili istu mod.
Pisemo: card X = cardY ili krade k(X) = k(Y").

Kardinalni broj je, dakle, zajednicko svojstvo skupova jedne klase ekvi-
valencije relacije ~, tj. card X = cardY akko X ~ Y. U skladu sa ovim
definiSemo da je card X < cardY akko X ~Y; C Y.

Definicija 3. Skup X je konacan ako je X = @ (& prazan skup) ili ako
postoji n € N, takav da je X ~ {1,2,...,n}.

Broj n je kardinalni broj skupa X, sto znac¢i da je kardinalni broj ko-
na¢nog skupa jednak broju elemenata tog skupa.

Kardinalni broj praznog skupa & je 0.

Definicija 4. Za skup kazemo da je beskonacan ako nije konacan.

Primer 1. Skup prirodnih brojeva je beskonacan, jer o¢igledno nije ekvivalen-
tan nijednom svom kona¢nom podskupu.

Definicija 5. Za skup X kazemo da je prebrojiv, ako je ekvivalentan
skupu prirodnih brojeva N.

Da bismo pokazali da je neki skup X prebrojiv, treba pokazati da postoji
bijekcija f : N — X ili, §to je isto, da se ¢lanovi skup X mogu poredati
u jedan niz: x1, 9, s, ... (kao slike redom prirodnih brojeva 1, 2, 3, ...pri
preslikavanju f: N — X).

Primer 2. Skup parnih prirodnih brojeva je ekvivalentan skupu prirodnih bro-
jeva.

Naime, psrelsikavanje koje svakom prirodnom broju n pridruzuje broj 2n je
bijekcija skupa prirodnih brojeva na skup parnih brojeva.

Primer 3. Skup celih brojeva Z je prebrojiv. Ocigledno, preslikavanje f : N —
Z,datosa f(1) =0, f(2n) =n, f(2n+ 1) = —n (n € N) je bijekcija.

Primer 4. Skup racionalnih brojeva @ je prebrojiv. Kao §to je poznato, svaki
racionalan broj mozemo napisati u obliku nesvodljivog razlomka b (peZ,q€e N).
q
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0
Broj 0 mozemo napisati kao T Racionalne brojeve b mozemo poredati u niz prema
q
veli¢ini ”visine” h = |p| + ¢ na sledeéi nagin:
01 -117-12-21-13-31-12-24-43 -3
171717’2727171’3 3717 1’4473 37171727 2777
~ ——
h=1 h=2 h=3 h=4 h=5

Sto znaci da je Q ~ N, tj. da je Q prebrojiv.

Primetimo da je u svim navedenim primerima skup ekvivalentan svom
pravom podskupu. Naime, skup parnih brojeva je pravi podskup skupa N,
dok je skup N pravi podskup skupova Z i (). Ovo svojstvo imaju samo
beskonaéni skupovi i ono se ponekad koristi u definiciji beskona¢nog skupa.

Za skup koji je konacan ili prebrojiv kaze se da je najvise prebrojiv.

Tvrdenje 1. Unija najviSe prebrojivo mnogo prebrojivih skupova je
prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je prvo dato kona¢no mnogo prebrojivih skupova i neka
su njihovi elementi prikazani u obliku niza:

Al :{ ail, a1z, a3z, }
A

A2 :{ as1, 22, as3, }
A
Lol

Am = { Aml, Am2, Am3, }

Elemente njihove unije |J;~; A; takode mozemo prikazati u obliku niza

aii, @21, - .- ,aml, 12,022, . - - Am2, 013,023, - -, Am3, - - -

a zatim izvrsiti prenumeraciju posto se eventualni zajednicki elementi uzmu
samo jedanput
Neka je sada dato prebrojivo mnogo skupova A; (i € N)

A = {0117—> a2, a13,—»a14,...}
Ay ={a2,” a3, as, aou,...

}
Az ={az1] az2” a3, as,...}
}

Ay ={aan,” as2, a3, Gua,...

!
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Elemente njihove unije |J;2; A; mozemo poredati u niz, na primer, onako
kako to pokazuju strelice i izvrsiti prenumeraciju zbog eventualnih ponavl-
janja elemenata.

Dakle, u oba slucaja unija datih skupova je prebrojiva.

Kardinalni broj skupa prirodnih brojeva i uopste prebrojivih skupova
oznacava se sa Xg (alef-nula). Dakle, card N = X(. Postavlja se sada pitanje:
postoje 1li beskonac¢ni skupovi koji nisu prebrojivi? Odgovor daje sledece
tvrdenje.

Tvrdenje 2 (Kantor). Skup realnih brojeva intervala (0, 1) nije prebro-
Jiv.

Dokaz. Neka je z1,x2,...,Ty,... proizvoljan niz realnih brojeva iz in-
tervala (0,1). Svaki ¢lan niza mozemo prikazati pomoc¢u beskonacnog deci-
malnog zapisa:

Tr = 0, aijalgais . ..

o = 0, a210922a923 . . .

gde a;; € {0,1,2,...,9} (4,5 =1,2,3,...). Broj ¢iji je decimalni zapis
x=0,a1a0a3...,

takav da je

ai:{Q’ akoje ai =1 4545

1, akoje a4 #1

ocigledno pripada intervalu (0, 1), ali se razlikuje od svih ¢lanova niza (1).
Naime, x se od x1 razlikuje u prvoj decimali, od x2 u drugoj, od 3 u tretoj
itd. Sledi da nijedan niz brojeva iz intervala (0,1) ne sadrzi sve brojeve iz
tog intervala S$to, upravo, i znaci da skup realnih brojeva intervala (0, 1) nije
prebrojiv.

Sada nije tesko pokazati da je skup realnih brojeva proizvoljnog intervala
(a,b) ekvivalentan skupu realnih brojeva intervala (0,1). Naime, linearna
funkcijay = (b—a)z+a (a # b) je bijekcija intervala (0, 1) na interval (a, b),
(sl. 1).

Funkcija y = tg 22 - !
na skup svih realnih brojeva R (sl. 2), pa sledi da je skup R ekvivalentan

interavalu (0, 1), a samim tim i svakom intervalu (a, b).

7 obostrano jednoznaé¢no preslikava interval (0, 1)




IV POGLAVLJE

BESKONACNI BROJEVNI NIZOVI

1. DEFINICIJA I NACINI ZADAVANJA BESKONACNOG
NIZA

Definicija 1. Funkcija f, koja preslikava skup prirodnih brojeva N u
skup A je beskonacni niz u skupu A.

Ako je f(z) = a1, f(2) = a9, f(3) = as,..., f(n) = an,..., tada se niz
moze zapisati u obliku

(al,aQ,ag,... ,an,...),
ili jednostavnije bez zagrada:
a1,a92,A3,...,0p, ...

Kaze se da su aq,as,as,...,an,... ¢lanovi niza. Svaki niz ima beskona¢no
mnogo ¢lanova. Clan a, = f (n) naziva se opsti ¢lan niza. Ako je poznat
opsti ¢lan niza, tada se niz moze jednostavno oznaciti sa (ay)nen, pri cemu
se n € N u indeksu moze izostaviti, jer se podrazumeva. Niz se moze zadati
i rekurentnom formulom, na primer, oblika

ap =b, apnt1 =g(a,) (n€N)
ili oblika
ap=0b, ay=c, apta="h(an,anr1) (n€N).
Skup vrednosti niza (ap)nen je skup V= {an|n € N}. On moze biti
konacan ili beskonac¢an (prebrojiv).

Mi ¢emo iskljucivo razmatrati nizove ¢iji su ¢lanovi realni brojevi.
Navodimo nekoliko primera nizova.

11 1 1

Primer 1. Niz 1,—-,=,...,—, ..., tj. niz | — naziva se harmonijski niz.
2°3 n/),en

Primer 2. Niz ¢iji je opsti ¢lan a,, = 1+ (—1)" je, u stvari, niz

0,2,0,2,...,0,2,....
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Primer 3. Niz ¢iji je opsti ¢lan a,, = 1™ je konstantan niz

1,1,1

) 9 A

1

P

Kao $to se vidi, skup vrednosti niza u Primeru 1 je beskonacan skup Vi =
111

]-7 57 ga Zv
skup V5 = {1}.

, u Primeru 2 dvoélan skup Vo = {0,2}, a u Primeru 3 jednoclan

Niz, kao i svaku funkciju jedne promenljive, mozemo graficki predstaviti
u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu, a mozemo i na brojevnoj
osi.
1 n—1

by = ;, Cn =
n

n

1
(—1)ntt. ——— predstavljeni su graficki redom na slikama 1, 2, 3, 4.

n+1 " T2

)L

?a i * :— 1 i
R e : : : i ! : :
L T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T
sl. 1
a a9 az a4 a50a6
- e ® o o eeece®d | P
0 1 2 3 456789 1 ’
2 3 4 5678910
sl. 2
ag G4 as aj as as
————fteee0 o o e o e 000 | )
Ly 642 0 135 v
75 3 2 1 6
sl. 3

Definicija 2. Ako su (ap)nen 1 (bn)nen dati nizovi, tada su nizovi

(an + bp)nen, (an — bp)nen, (an - bp)nen 1 n redom zbir, ralzika,
bn nenN
proizvod i koliénik nizova (an)nen 1 (bp)nen-
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~J |0
v

w_____________
N

ot

(@)}

[\C) S

sl. 4

a
Napomena 1. Niz (b—n> moguce je obrazovati samo u sluc¢aju kad
n/ neN

n
i u slucaju kad je konacéno mnogo ¢lanova niza (by,),en jednako nuli, pocev

od onog indeksa od koga su svi ¢lanovi b, razli¢iti od nule.

.. .. el . Gnp, . .
su svi ¢lanovi niza (b, )nen razli¢iti od nule. Niz <b_) se moze obrazovati

Definicija 3. Niz (a,)nen je ogranicen odozgo (odozdo) ako postoji re-
alan broj M(m), takav da je

an <M (ap, >m) (n€N).

Broj M se naziva majoranta (gornja granica), a broj m minoranta (donja
granica) niza (ap)nen-

Definicija 4. Niz (ay,),en je ograni¢en ako je ogranicen i odozgo i od-
ozdo, tj. ako postoje realni brojevi M i m, tako da za sve ¢lanove niza a,,
vazi nejednaksot

m < a, <M. (1)

Jasno, ogranicen niz ima beskona¢no mnogo majoranti, odnosno mino-
ranti, pa utvrdivanje ogranic¢enosti niza svodi se na pronalazenje bar jedne
majorante, odnosno minorante tog niza.

Primetimo da se uslov ograni¢enosti niza moze precizirati i u drugoj
ekvivalentnoj formi: niz (a,)nen je ograni¢en ako postoji pozitivan broj G,
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takav da za svaki ¢lan niza vazi
lan| < G. (2)

Zaista, ako svaki ¢lan niza (ap)nen zadovoljava relaciju (1), to uzimajudi
da je G = max{|m/|, |M|}, o¢igledno vazi (2). Obrnuto, ako svaki ¢lan niza
(an)nen zadovoljava relaciju (2), tada uzimajuéi da je m = -G i M = G,
sledi (1).

. . n . . .
Primer 5. Niz ( ) je oganicen. Naime, 0 < a,, < 1 za svakon € N.
neN

n

Najmanji ¢lan niza je 0, dok najveci ne postoji.

Primer 6. Niz {1 1

1a 57 27 97

2°°3
je ogranic¢en odozdo, ali nije odozgo.

3,-,4,2,...

] =
U] =

2. GRANICNA VREDNOST NIZA

Ovde ¢e nas intersovati kako se ponasaju ¢lanovi niza sa raséenjem in-
deksa. Razmotrimo zato ponovo nizove u Primeru 4 koje smo i graficki
predstavili. Primetimo da se ¢lanovi niza (a,)neny nagomilavaju oko tacke
(realnog broja) 2 u sledeéem smislu: ako uzmemo proizvoljnu, pa i koliko
ho¢emo malu okolinu tacke 2, svi ¢lanovi niza, pocev od nekog indeksa, su
u toj okolini. Istu osobinu ima broj 1 kod niza (b,)nen. Za niz (an)nen
takav broj ne postoji. Najzad, vidimo da se ¢lanovi niza (dy,)nen S rastom
indeksa beskonacno uveéavaju. Naime, ako uzmemo proizvoljan pozitivan
realan broj, pa i po volji veliki, svi ¢lanovi niza, poc¢ev od nekog indeksa, su
veéi od tog broja.

Dajemo sada definiciju grani¢ne vrednosti (limesa) niza.

Definicija 5. Realan broj (tacka) a je graniéna vrednost niza (an)nen
ako za svaku okolinu O(a) tacke a postoji prirodan broj ng, koji zavisi od
izabrane okoline O(a), tako da svi ¢lanovi niza a, za n > ng pripadaju
okolini O(a).

Pise se po dogovoru

lim a, =a
n——+oo

(¢ita se: limes od a,, kad n tezi u beskonacnost, je a).
Formalno-logicki zapis date definicije je:

lim a, =a<= (VYO(a))(3ng € N)(Vn € N)(n > ng = a, € O(a)).

n—-+oo

Uobicajenija od date je definicija grani¢ne vrednosti niza pomocu e-oko-
lina tacke.



V POGLAVLJE

GRANICNA VREDNOST I NEPREKIDNOST
FUNKCIJE

1. GRANICNA VREDNOST FUNKCIJE

1.1. Pojam grani¢ne vrednosti funkcije

Neka je funkcija y = f(z) definisana na skupu D i neka je a tacka nago-
milavanja skupa D. Interesuje nas ponaSanje vrednosti funkcije y = f(z) za
vrednosti argumenta koje su bliske tacki a, tj. interesuje nas da li vrednosti
funkcije y = f(x) teze nekoj tacki b kad vrednosti argumenta teze tacki a.

Definicija 1. Tacka (broj) b je grani¢na vrednost ili granica funkcije
y = f(z) utacki x = a (ili kad x tezi a) ako za svaki pozitivan broj € postoji
pozitivan broj d, koji zavisi od ¢, tako da je za sve vrednosti argumenta x
koje zadovoljavaju nejednakost 0 < |z — a| < J, zadovoljena nejednakost
|f(x) —b| <e.
Pise se
lim f(z) = b,
r—a
ili
flx) = b kad z —a.

Tacka a naziva se grani¢na tacka.

Sadrzaj Definicije 1 moze se zapisati na sledeé¢i nacin:

b=lim f(z) <= (Ve > 0)(30 > 0)(Vz)(0 < |z —a| <6 = |f(z) — b <e).

Tr—a

Umesto 0 < |x —a| < § pisatemo i x € (a — J,a) U (a,a + ), a umesto
|f(x) =bl <e,b—e< f(x) <b+ f(x)ili f(x) € (b—e,b+¢). Vidisl 1.

. 1
;I—IEL (530—1) =1.

Primer 1. Dokazati da je
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A
Neka je ¢ > 0 proizvoljan realan broj. Sledi 4 /: £(2)
niz ekvivalentnih nejednakosti boc ’
1 L )‘Vf’
‘(—x—l)—1’<€, b—e A
2 :
=4,
2 ’ |
|z — 4] < 2e. i
(0] a—06 a a+d >

l. 1
Ako uzmemo da je § = 2e (ili bilo koji pozitivan broj manji od 2¢), tada za sve

1
vrednosti argumenta x za koje je 0 < |z — 4| < § sledi da je (530 — 1) -1 <e.
1
Ovo upravo znaci da je lim (—ac — 1) =1.
r—4 2
. N L |
Primer 2. Dokazati da je lim =2.
r—1 1 — 1
2
-1
Primetimo da funkcija f(z) = z T nije definisana u tacki z = 11 da je
T —

f(x)zwzxﬂ(gg#l).

Neka je e ; 0 proizvoljan realan broj. Tada je
[f(z) =2 <e<=lz+1-2<e<=|r—-1<e (z#1).

Ako stavimo ¢ = e, tada za sve vrednosti promenljive z, za koje je 0 < |z — 1] < §
2

=2.

vazi | f(x) — 2] < g, §to i znadi da je lim
r—1 1 —

Dajemo jos jednu definiciju grani¢ne vrednosti funkcije.

Definicija 2. Tacka (broj) b je graniéna vrednost funkcije y = f(x) u
tacki © = a ako za svaki niz (x,)nen vrednosti argumenta x, koji konvergi-
raka a iz, # a (n € N), odgovarajuéi niz (f(z,))nen vrednosti funkcije
konvergira ka b.

1
Primer 3. Koristeéi Definiciju 2 pokazati da funkcija f(x) = sin — nema gra-
x
ni¢nu vrednost u tacki x = 0.
Grafik funkcije dat je na sl. 2. Funkcija nema grani¢nu vrednost u tacki x = 0

zato §to, na primer, niz (z,)nen, gde je x, = , konvergira ka nuli, dok

(2n—1)m
odgovarajuéi niz vrednosti funkcije (f(zn))nen, gde je f(x,) = (—1)", nema gra-
ni¢nu vrednost.

Na sl. 1 graficki je predstavljena funkcija y = f(z) koja ima grani¢nu
vrednost b u tacki x = a u kojoj nije definisana.
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A
Yy
y=1
ERRY A T8 ¢
\ﬂ T o o n ™
y=-—1
sl. 2

Na sl. 3 graficki je predstavljena funkcija y = f(x) ¢ija je graniéna vred-
nost b u tacki = a jednaka vrednosti funkcije u toj tacki, tj. f(a) = 0.

A A A
Yy Y /
(@) f--mmmmmeeee ¢
fa)=b :
sl. 3 sl. 4 sl.

Na sl. 4 graficki je predstavljena funkcija y = f(x) koja je definisana u
tacki z = a, ima grani¢nu vrednost b u tacki x = a i pri tome je f(a) # b.

Najzad, na sl. 5 graficki je predstavljena funkcija y = f(z) koja je defi-
nisana u tacki x = a, ali nema grani¢nu vrednost u toj tacki.

lako to sledi iz definicije grani¢ne vrednosti funkcije, ipak podvucimo
da ne treba mesati grani¢nu vrednost funkcije y = f(z) u tacki x = a, tj.

liin f(z) i vrednost f(a), tj. vrednost funkcije y = f(x) u tacki x = a.
r—a

Primer 4. Grani¢na vrednost konstante f(z) = C u proizvoljnoj tacki a € R

jednaka je C.
Zaista, za dato € > 0 mozemo uzeti da je § proizvoljan pozitivan broj. Tada za

svako z, takvo da je 0 < |z — a| < 4 je
[f(z) = Cl=]C—-C|=0<e¢,
.
lim C =C.

T—ra
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Primer 5. Grani¢na vrednost identi¢ne funkcije f(x) = = u proizvoljnoj tacki
a € R je a.
Naime, za dato € > 0 mozemo uzeti da je J broj za koji vazi: 0 < § < e. Tada
za 0 < |z —al<dje
|f(z) —al = |z —a| <e,
t].
lim z = a.

Tr—ra

1.2. Leva i desna grani¢na vrednost funkcije

Definicija 3. Broj b je leva graniéna vrednost funkcije y = f(x) u tacki
x = a ako za svaki pozitivan broj € postoji pozitivan broj §, tako da je za
sve vrednosti z iz intervala (a —J, a) zadovoljena nejednakost |f(x) —b| < e.

Broj by je desna grani¢na vrednost funkcije y = f(z) u tacki x = a ako
za svaki pozitivan broj € postoji pozitivan broj §, tako da je za sve vrednosti
x iz intervala (a,a + ) zadovoljena nejednakost |f(x) — by < e.

Pise se

by =1lim f(z) ili b = limof(m) ii b= f(a—0),

Tr—a r—a—
r<a

bg =lim f(z) ili by= lim f(x) ili by = f(a+0).
;;g z—a+0

Vidi sl. 6.
Leva i desna grani¢na vrednost funkcije y = f(x) u nuli oznacava se na
sledeéi nac¢in: f(—0) = lim f(x), f(+0) = lim f(x).
z——0 z—+0
Leva i desna grani¢na vrednost funkcije mogu se definisati i pomocu
nizova.

Definicija 4. Broj b; je leva graniéna vrednost funkcije y = f(x) u
tacki = a ako za svaki niz (x,)nen, takav da z, = a (n —» +o0) iz, <a
(neN), f(xzy,) = b (n = +00).

Broj by je desna granic¢na vrednost funkcije y = f(z) u tacki x = a ako
za svaki niz (z,)npen, takav da z, — a (n — +o00) iz, > a (n € N),
f(xy) = bg (n — +00).

Primer 6. Ako je
+1 akoje z>0

f(z) =sgnz = 0 akoje z=0
—1 akoje x<0,

Naéi f(40) i f(-0).
Funkcija je graficki predstavljena na sl. 7.
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/

v
v
|
—

Q
[ SR
8

sl. 6 sl. 7

Ako je (2, )nen niz pozitivnih realnih brojeva koji konvergira ka nuli, tada je
f(zn) =1zasvakon € N, pajei f(+0) = lir&of(ac) =1.
T—

Analogno se pokazuje da je f(—0) = limof(x) =—1.
T——
Tvrdenje 1. Funkcija y = f(z) u tacki x = a ima grani¢nu vrednost
akko ona u toj tacki ima levu i desnu grani¢nu vrednost i ako su jednake.

Dokaz. Sledi iz definicije grani¢ne vrednosti i leve i desne grani¢ne
vrednosti funkcije.

1.3. Granicna vrednost funkcije kad x — 400 ili * — —o0.
Beskonac¢na grani¢na vrednost

Definicija 5. Broj b je grani¢na vrednost funkcije y = f(x) kad =z —
400 ako za svaki realan broj € > 0 postoji realan broj M > 0, koji zavisi od
g, tako da je za svako z > M zadovoljena nejednakost |f(z) — b| < e.

Pise se

lim f(z)=05b ili f(z)—b kad z — 4oo.

T—r+00

Vidisl. 8 a, bic.

Definicija 6. Broj b je grani¢na vrednost funkcije y = f(x) kad z —
—oo ako za svaki realan broj € > 0 postoji realan broj K < 0, koji zavisi od
g, tako da je za svako x < K zadovoljena nejednakost |f(x) — b| < e.

Pise se

lim f(z)=b ii f(z)—>b kad x— —o0.

T—r—00

v
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y=f(z) y=f(z)
y=> T\ _ A~
y=> y=>=
y = f(z)
O e @] = O T >
a) b) c)
sl. 8

Primer 7. Dokazati da je lim =

Neka je € > 0 proizvoljan realan broj. Tada je

2r+5
z+1

3
—2’<€<:> <e=lz+1]>- <=
3

_3

|z + 1
3 3 3 3

< |lz+1l<——Vzz+l>-|<—=|x<—-(1+-)Ve>-—1]).
g 13 13 g

3
Uzmimo da je M = - 1 (ili bilo koji veéi broj). Tada za svako = > M vazi

2 5
nejednakost ‘ T 2’ < g, tj. .
z+1 :
2
lim 220
z—+oo x + 1

Uzmimo da je K = — (1 + g) (ili bilo ko-

ji manji broj). Tada za svako z < K vazi \\
. 2x +5 . : |

nejednakost —2| < e, tj. 3 5 0 3 P

1 - (1 + j) -5 -1 - 1

22+ 5

im =2.
r——o0 I + 1
sl. 9

Vidi sl. 9.

Definicija 7. Kazemo da grani¢na vrednost funicije y = f(x) u tacki
x = a iznosi +0o ako za svaki realan broj M > 0 postoji realan broj § > 0,
koji zavisi od M, tako da je za sve vrednoti promenljive x koje zadovoljavaju
nejednakost 0 < |x — a| < §, zadovoljena nejednakost f(x) > M.

Pise se
h_r)n f(z) =400 ili f(z) = +o0 kad z —a.
Analogno se definise lim f(x) = —oc.

Tr—a
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Primer 8.

Neka je M
Tada je
(z

1
— <=0
i <

daje §d =

manji od

0<|z— 1|
tj.

A

11m
z—1

Vidi sl. 10.

1
—1)2

ﬁka -

1
Dokazati da je hm1 m = +o0.

> 0 proizvoljan realan broj. 4

>M <0< (r—1)2

Uzmimo M

z—1] < .
ST

(ili bilo koji pozitivan broj

. Tada za svako x za koje je

vaZi nejednakost f(x) > M, /

BCEE

v

= +00.

<m—1>

1-6|1+68 T
r=1

sl. 10

Definicija 8. Kazemo da grani¢na vrednost funkcije y = f(x) iznosi
400 kad z — +o0 ako za svaki realan broj M > 0 postoji realan broj P > 0
koji zavisi od M, tako da je za sve vrednosti promenljive x > P, f(x) > M.

Pise se
Erf f(z) =400 ili f(z)— +oc0 kad z — +oc.
Analogno se definise

1.4. Svojstva graniénih vrednosti funkcija

Tvrdenje 2. Ako funkciay = f(z) ima grani¢nu vrednost u tacki x = a,
ona je jedinstvena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da funkcija u tacki x = a ima dve raz-
licite grani¢ne vrednosti: b i c. Posto je b # ¢, rastojanje |b— c| je pozitivno.

Stavimo ¢ =

1

Tada postoje 91 > 01 d2 > 0, tako da iz nejedna-

kosti 0 < |z — a|] < 07 sledi nejednakost |f(x) — b| < &, a iz nejednakosti
0 < |z — a| < 62 nejednakost |f(z) — ¢| < e. Neka je § = min{d;,d2}. Tada

je za svako x
b—c[=|f(z

tj.

za koje je 0 < |z — a|] < 0:

)—c+b—

[b—cf <[b—¢],

f@) <|f(x) = +|f(2) —b[<e +e=2e=[b—¢|,

§to je nemoguce. Dakle, b = ¢, §to je i trebalo dokazati.
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Tvrdenje 3. Ako je
lim f(z) = lim g(z) =0

Tr—a Tr—a

i ako postoji okolina tacke a, tako da je za svako x iz te okoline, osim mozda
u tacki z = a,
f(z) < h(z) < g(x),
tada je i
lim h(z) = b.

Tr—a
Dokaz. Ako je ¢ > 0 proizvoljan realan broj, tada postoje 61 > 0 i
d2 > 0, tako da iz nejednakosti 0 < |z — a| < §; sledi nejednakost b — e <
f(z) < b+e, aiz nejednakosti 0 < |z — a| < d2 nejednakost b — e < g(x) <
b+ e. Prema uslovu tvrdenja postoji § < min{d;, d2}, tako da za vrednosti
promenljive z koje zadovoljavaju nejednakost 0 < |z — a| < § vazi

b—e < flx) < hz) <g(x) <b+e,

t.
b—e<h(x)<b+e.

Ovo upravo znaci da je
lim h(z) = b.

Tr—a

Tvrdenje 4. Ako je liin flx)=0bi liin g(x) = ¢, tada je

) lim (F(x) + g() = b+ .

b) lim (f(z) — g(z)) =b—c,

) I (F(z) - g(ax) = b

f(z)
d) lim ——= (¢ #0
)r—m g(z) (c ):

Dokaz. Ako je (2,)nen (%, # a) proizvoljni niz vrednosti promenljive
x iz preseka domena funkcija y = f(z) i y = g(x) koji konvergira ka a, tj.
Tn = a (n = 400), tada f(z,) — big(x,) = ¢ (n - 4+00). Na osnovu
istog tvrdenja za nizove (Tvrdenje 10, IV poglavlje) sledi da je

a) iijg(f(x)w(ﬂﬁ)): lim (f(za) +9g(@n)) =b+ec,

b) lim (f(x) — g(x)) = ( (7n) — g(zn)) =b—c,
c) lim(f(z) - g(z)) = lr}rl (fan) - glan)) = b-c,
d) limM: lim @) _ b ( #0).

z—a g(x) n—ooo g(x )
Napomenimo da Tvrdenje 4 vazi i da se dokazuje na isti nacin i u slu¢aju

kadaje lim f(z)=b1 lim g(z)=c( lim f(z)=b1 lim g(z)=c).



VI POGLAVLJE
IZVODI I DIFERENCIJALI
1. IZVODI

1.1. Pojam prvog izvoda funkcije

Definicija 1. Neka je funkcija y = f(x) definisana u nekoj okolini tacke
xo 1 neka je Az prirastaj nezavisno promenljive xq, tako da i tacka xg+ Az
pripada toj okolini. Grani¢na vrednost

. Ay . flzo+ Az) — f(z0)
/ = _— =
Flwo) = [lim 220 = Jim Au )

ukoliko postoji, naziva se prvi izvod funkcije y = f(z) u tacki zo.
Ako je
Ay Ay
lim — =400 ili lim — = —o0,
Ai—>0 Ax o Ai—>0 Ax
tada kazemo da funkcija y = f(x) u tacki xg ima beskonacéan prvi izvod koji

je jednak 400, odnosno —oo.

Kad kazemo da funkcija ima prvi izvod, podrazumeva¢emo da ima ko-
nacan prvi izvod.

Napomenimo da se prvi izvod (ili vrednost prvog izvoda) funkcije y =
f(x) u tacki zp moze definisati i na sledeéi nacin: ako je funkcija y = f(x)
definisana u nekoj okolini tacke xg i ako je x proizvoljna tacka te okoline,
tada je grani¢na vrednost

f(wo) = tim L2 = 7(0)
Az—0 T — X0
ukoliko postoji, prvi izvod (vrednost prvog izvoda) funkcije y = f(z) u tacki
ZQ-

Ako funkcija y = f(z) ima izvod u svakoj tacki x € X, tada se njen
izvod 3/, odnosno f'(z) moze razmatrati kao funkcija od x, definisana na
skupu X.

Primer 1. Izvod konstante y = C' u proizvoljnoj tacki z € R jednak je nuli.

Naime,

"= lim = lim 0 =0
Y7 aBoAe  Arbods o

Primer 2. Izvod funkcije y = x u proizvoljnoj tacki € R jednak je 1. Naime,

y = lim &: im ﬁzl.
Lx—=0 Ax Lz—0 Az
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Primer 3. Izvod funkcije y = v/22 je

f & x+ Am
Y'7 aeso A A
lim (x4 Ax)? — 2?
~ dono Ax({/x + Ax)* + {/22(x + Ax)? + Val)
Ax(2 AN 2 2
_ g 22Qt o) 2 (x #0).

Az=0  3AzV/zt 32t 3
1.2. Levi i desni izvod funkcije

Definicija 2. Leva (desna) grani¢na vrednost

f'(x0) = lim <f+( )= Ay)

Az—s—0 Az A:e—>+0 Ax

naziva se levi (desni) izvod funkcije y = f(z) u tacki zo.

Ako funkcija y = f(x) ima izvod u tacki xg, tada ona u toj tacki ima i
desni i levi izvod koji su jednaki. Obrnuto, ne mora da bude tac¢no.

Primer 4. Funkcija f(z) = |z| ima desni i levi izvod u tacki = 0. Zaista,

04+ Az)—0 . Az

f+( )= AmHJrO AT A0 Az AzILnJrO Az =L
. Ay . —(0+Ax)—-0 . —Ax
/ = _— = _— = = —
SO = i R = A A Ry T

A
Kako je f/(0) # f’(0), to znaci da ne postoji lim —y, tj. ne postoji prvi izvod
Az=0 Az

funkcije u tacki z = 0.

Iz tvrdenja o levoj i desnoj graniénoj vrednosti (Tvrdenje 1, odeljak 1.2,
V poglavlje) sledi da funkcija, definisana u nekoj okolini tacke xg, ima pr-
vi izvod f'(xg) akko postoje f (zo) i fi(zo) i fL(xo) = f(x0). Tada je
f'(@o) = fL(20) = f(20)-

1.3. Geometrijski smisao prvog izvoda

Neka je funkcija y = f(x) definisana u nekoj okolini tacke xy i neka je
u zo neprekidna. Neka tacka xg + Az pripada toj okolini i neka su f(xg) i
f(xg+ Ax) vrednosti funkcije y = f(x) redom u tackama xg i xg + Ax.

Koeficijent pravca secice s grafika funkcije y = f(x) koja prolazi kroz
tacke Mo(zo, f(x0)) 1 M(zo + Az, f(xo + Ax)) je

Ay flxg+ Ax) — f(x
byt S _ Sl 80) o)
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y=f(z)

B A B M (zo+Ax, f(xo+Az))

f(zo) | ' R
7 Mo(zo, f(x0))
e AT

0] o ro+Ax T

v

sl. 1

gde je ¢ ugao koji secica obrazuje sa osom Oz (sl. 1).

Kad Az — 0, tada zbog neprekidnosti funkcije u tacki z¢ i Ay — 0, pa
tacka M tezi tacki My, ¢ime nastaje grani¢ni polozaj secice koji nazivamo
tangenta grafika funkcije y = f(z) u tacki My(xo, f(zo)). Njen koeficijent
pravca je

AY _ oy f(@ot D) — fao)

ke =tg o = ['(x0) = Aljergo AL Arso Az ’

gde je g ugao koji tangenta t obrazuje sa osom Oz.

Dakle, prvi izvod funkcije y = f(x) u tacki xo jednak je koeficijentu
pravea tangente t grafika funkcije y = f(x) u tacki Mo(zo, f(x0)).

Ako je f'(xo) konacan, tj. realan broj, tada je jednacina tangente

t:y— f(xo) = f'(x0)(x — o).

Ako je f'(xo) = o0 ili f'(z9) = —o0, tada je jednacina tangente t : z = xg.
Vidi sl. 2 a, b.

Napominjemo da i u slucéaju kad je f.(xg) = —o0, f(x9) = +oo ili
fi(xzg) = 400, fi(xg) = —o0, dakle, kad ne postoji ni konacan ni bes-

konacan prvi izvod funkcije y = f(x) u tacki xg, postoji tangenta grafika
funkcije u tacki My(zg, f(zo)) ¢ija je jednacina takode x = xq (sl. 3 a, b).
Istaknimo jos da je levi (desni) izvod funkcije y = f(x) u tacki xg jednak
koeficijentu pravca leve (desne) tangente grafika funkcije y = f(z) u tacki
My (zg, f(zo)) (sl. 4). U gore razmatranom slucaju, kad su levi i desni izvod
fukcije y = f(x) u tacki xy beskonacni, ali razlicitog znaka, leva i desna
tangenta grafika funkcije y = f(x) u tacki My(zg, f(zo)) se poklapaju.
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4
y y

f(zo) prmmmmmmmmm-- Moy(zo, f(z0)) f(xo) fmmmmmmmmmm- My(zo, f(x0))

sl. 2

---------- Mo (o, f(20))

0 | x 0

fL(wo) = —00 fl(xg) = +o0 fL(wo) = +oo fl(z0) = —o0
a b

sl. 3

1.4. Fizi¢ki (mehanicki) smisao prvog izvoda

Neka je zakon kretanja tela dat formulom s = f(t), gde je t vreme, a
s predeni put. Nadimo brzinu tela u vremenskom trenutku ¢3. Pred nama
je tezak zadatak: definicija trenutne brzine tela u kretanju. Kako su duzi-
na predenog puta s i vreme ¢ osnovne fizicke veli¢ine koje se mogu meriti,
razmislja¢emo na sledeé¢i nacin.

Neka je telo u vremenskom trenutku ¢y (tj. za vreme ty) preslo put
so = f(to), a u vremenskom trenutku ¢ty + At put sg + As = f(to + At).
Dakle, u vremenskom intervalu od tg do tg + At telo je preslo put As =
flto+ At)— f(tg). Srednja brzina kretanja tela u vremenskom intervalu od
to do tg + At je
_As  flto+ At) = f(t)
At Nt

Vsr
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Mo(zo, f(0))

A

Yy

f(zo)
/
)

ki, = L (o) = tgon, ki, = fi(zo) =tgas

t

sl. 4

U opstem slucaju, srednja brzina v, zavisi od momenta vremena tg i duzine
trajanja kretanja At. Da bismo dobili trenutnu brzinu u trenutku ¢g, rac¢u-
na¢emo srednju brzinu na sve kra¢im i kra¢im vremenskim intervalima od
to do tg + At, tj. za sve manje At. Na ovaj nacin dobijamo da je trenutna
brzina u vremenskom trenutku ¢y jednaka grani¢noj vrednosti od wg, kad
At tezi nuli, tj.

o lim 25— gy Lot A1) — flto)
At—0 AL At—0 At

Dakle, trenutna brzina tela, ¢iji je zakon kretanja dat sa s = f(t), u vre-
menskom tenutku ty jednaka je prvom izvodu funkcije s = f(t) za t = tg, tj.

U‘t:to: f'(to)-

Primer 5. Neka se telo krece pravolinijski konstantnom brzinom v. Duzina
predenog puta s od trenutka ¢ = 0 do nekog trenutka ¢ je

s= f(t) = vt.
U vremenskom intervalu od tg do tg + At telo prede put
NAs = f(to + At) — f(to) = ’U(to + At) — vty = vAt.

Primetimo da predeni put ne zavisi od trenutka ¢, ve¢ samo od duzine vremenskog
intervala At.
Srednja brzina na intervalu do ¢y do tg + At je

As vt
Vsr = 5 = -

A A

tj. jednaka je brzini kretanja, $to je razumljivo, jer je brzina kretanja konstanta.

As
Naravno, i trenutna brzina u vremenskom trenutku ¢g jednakajev | lim — =wv ).
At—0 At
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5. METODA PARCIJALNE INTEGRACIJE

Tvrdenje 2. Ako su funkcije u(z) i v(z) diferencijabilne za svako x €
(a, b) i ako postoji primitivna funkcija funkcije v(z)u'(x) za svako x € (a,b),
tada postoji i primitivna funkcija funkcije u(x)v'(x) za svako = € (a,b) i
vazi formula

odnosno, formula

/ wdv = u(z)o(z) — / vdu. (5)

Dokaz. Dokaz tvrdenja direktno sledi iz formule za diferencijal proiz-
voda dve funkcije
d(uww) =du-v+u-dv.

Odavde, integracijom dobijamo, za svako z € (a,b)

/d(uv):u-v:/vdu+/udv,

odakle direktno sledi tvrdenje, odnosno formula (5).
Formula (5), odnosno (5°) zove se formula parcijalne integracige.

Primer 7. Izracunati integral / xetdx.

Ako uzmemo da je u = x 1 dv = e®dx, sledi da je du = dx i v = €%, pa primenom
formule (5') dobijamo

/me"”dm = ze” — /e“”dac =zxe® —e" +C.

Primer 8. Izracunati integral / x - arctg xdr.

. . dx x2
Neka je u = arctgzx, dv = zdx. Sledi du = ——, v = | zdx = —. Ko-
1+ 22 2

riSéenjem formule (5") dobijamo

/ to wd x? ‘ 1/ 5 dz
X - arc raxr = — - arc xr — = X - =
& 2 8473 1+ a2

22 1 fa?+1-1 z? 1 1
:garctgx—i/ﬁdxzjarctgm—§/<l—x2+1)dm:

2

1 1 1
%arctgm - 5(3@ —arctgx) +C = 5(302 +1)arctge — 53@—&—0.
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Metodom parcijalne integracije, primenjenom jedan ili viSe puta, izracu-
navaju se integrali sledeceg oblika:

/ P,(z)arctg zdx,
/Pn(a:) arc sin zdzx, /Pn(a:) In* zdz (k € N), /Pn(a:) cos axdz,
/Pn(m) sin azxdz, /Pn(x)eaxdx,
gde je P,(x) polinom n-tog stepena.
Navedimo neke integrale koji se izracunavaju metodom parcijalne inte-
gracije
1. (a) /e‘” - cos bxdx; (b) /e‘”-sinbmdw.
e

(a) Ako stavimo u = e* i dv = cosbxdzx, tada je du = a - e™dz i

v = 5 sin bx, pa je
axr 1 axr _: a axr :
e . cosbrdr = ge sin bx — 7 e . sinbxdx.

Integral / e®? sin bxdx izracunavamo primenom formule (5') uzimajuéi
da je u = e* i dv = sinbx, odakle dobijamo da je du = a - e®®dx i v =

~3 cos bx. Dakle,

1
/e“r sin bxrdx = —ge‘” cos bz + % /e“r cos bxdzx.
Sledi
/e‘” cos bxdx = lear sin bx + ge‘” cos bxdx — a_2 /e“r cos bxdzx
—pc ¥ b2 b2 ’

a odavde kona¢no dobijamo

1
/ e cos brdr = me”(b sin bz + acosbx) + C.
(b) Analogno dobijamo
/e‘” sin bxdx = #e‘”( sin bz — beosbx) + C
i =2t as .
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2. Integrali /\/ a? — x2dx, /\/ a? + x2dx, /\/ 22 — a?dz, koje smo

razmotrili u prethodnom odeljku, mogu se izra¢unati i metodom parcijalne
integracije.

Nadimo integral / Va2 + x2dzx.

Ako uzmemo da je u = vVa? + 22 i dv = dz, tada je du =

v =z, pa sledi da je

/\/a2+x2dm—x\/a2+x2 /

zdr

—
va? + 2

=zva? + 22— /a +a?

\/a2+x2 \/a2+x2

tj.
Va2 + x2dr = 2 a? + x? — /\/a2+x2dx+a/ ,
/ \/az—i-a:
odnosno
2/\/@2+m2dm:m\/a2+x2+a21n‘m+\/a2+m2}+C
i konac¢no

2
/\/a2+m2dm:g a2+x2+%ln‘x+\/a2+m2‘+a

Sliénim postupkom mogu se izracunati i preostala dva integrala.

d
° ne N).

3. Izracunajmo integral I, :/m (

Za n = 1 imamo poznati integral
dz 1 x
I = | —— = —arctg—+C.
! / 22+a?2 a & +

Neka je n > 1. Tada je
dx 1 [a®+a2?—2?
In= | 5= | V55 —dx
($2 +CL2)” CLQ ($2 + a2)n

1 / dx 1 / x2dx 1 7 1 / xrdx
e — - _—_— = — 1 — — €Xr  ———————.
a2 | (22 + a2t a2 ) (224 a2 a?2" 172 (22 + a?)"

Dobijeni integral racunamo primenom metode parcijalne integracije. Uzi-

d
mamo u = x i dv = %, odakle je du = dx i
?+a

B zde 1 [d(2*+a®) 1 1
B /m N 5/ (22 +a®)"  2(n—1) (% +a2)" 1
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Sledi

L1, 1 1 e dx
nT g2l g2 2(n—1) (22 +a2)»1  2(n—1) ) (224 a2)"1 )’

tj.

A z 1,
n g in—1 2(71—1)&2 (x2+a2)n—1 2(n—1) 2+n—1,
i konac¢no
1 /2n—3 T
=73 —In— —2.3,4,...). (6
" a? <2n—2 " 1+2(n—1)(m2+a2)n—1) (n y 9y %y ) ( )

Formula tipa (6) naziva se rekurentna formula (od latinske reci recurrens
— povratno).

Pomocu formule (6) se integral I, izracunava pomocu integrala I, 1,
integral I,,_1 pomoc¢u integrala I, o itd, i na kraju I» pomocu poznatog
integrala I1. Za n = 2 dobijamo iz (6)

1 T

Iy — I +— 2
> 22 1+2a2(x2+a2)’

pri ¢emu je
7 / dx 1 ; x+
= | —— = —arctg —+,
! 2 +a® a &2
pa je
1 T T
Ip = —arctg—+ —5———-- +C.
27 243 & 2a2 (22 + a?)
Analogno mozemo naéi i rekurentnu formulu za izracunavanje integrala

dz
Za n = 1 imamo poznati integral
dx 1 r—a
L= 5——==—1
! /mz—az % |zta

+C.

Zan>2je

v [ ater - (o [ ar) -

ey _/ﬂ _ (-3 z
a2 n—1 (1‘2 _ a2)n T a2 \on—2 n—1 2(n — 1)($2 — a2)”—1 ,
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dakle

In=——\g5,—5 In- =2.3,4,...).
<2n——2 l+_2(n-_]J(x2__cﬂ)n—l) (n=2,3 ). (7)

a2
Na primer, za n = 2 iz (7) dobijamo

1 /1 T
12——ﬁ(§“m>’

pri cemu je

dz 1 T —a
L = = C
! / 2—a2 2a |rz+a T
pa je
1 T—a x
I=—— - C.
2 13 |z ta 2a2 (22 — a?) *
4. Nadimo rekurentnu formulu za integral I, = / sin"zdx (n =
2,3,4,...).
Ako uzmemo da je u = sin" !z i dv = sinzdr, tada je du = (n —
1) sin" 2z - cosxdr i v = —cosz pa je
I, =—sin" 'z .cosx+ (n—1) / sin" 2z - cos® xdx =
= —sin" tz-cosz+ (n—1) / sin" 2z (1 —sin®z)dz =
= —sin" tz-cosz+ (n—1) / sin" 2 zdr — (n — 1) / sin" zdz,
tj.
I, =—sin" 'z cosx+ (n— DI, o — (n—1)I,,
konac¢no
. n—1 n—1
I, =——sin"""x-cosx+——1I,_2 (n=2,3,4,5...). (8)
n n

Na primer, za n = 2 imamo da je
. 9 1. 1
I, = [ sin xdx:—581nxcosx+§.fo:
1 1 1 1
—Zsin2x+§/daz:—Zsin2x+§x+C.

Na potpuno isti nac¢in mozemo naéi i rekurentnu formulu za integral
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I, = /cos”xdm (n=2,3,4,...).

Naime, uzimajuéi v = cos" 'z i dv = cos zdz, odakle sledi da je du =
—(n —1)cos" 2z -sinzdx i v = sin x, dobijamo

1 -1
I, = /COS” xdr = —cos" 'z - sinz + n—In_g (n=2,3,4,...). (9
n n

Na primer, za n = 3 je

1 2
I3 :/Cosgxdm: §c052xsinm+§/cosxdm:
1

2
= §c052$-sinm+§sinx+0,

5. Primenom metode parcijalne integracije mozemo izvesti rekurentnu
formulu za integral

d
In:/ Y (n=3,4,5,...).

sin”
1 d
Ako uzmemo da je u = ———idv = %, tada je
p sin" "% x sin® x
cos xdx
du = —(n — 2)sin”_1 " iv=—ctgz, paje
7 / dx / 1 dx ctgx ( 2)/ ctg x cos zdx
p— = . = — —_ n _— e
" sin™ x sin” 22 sin’z sin" 2z sin"lz
2 .2
cos cos” xdx cos T 1—sin“zx
= —-(n—2 =— —(n—2 —d
sin" ! (n )/ sin” x sin” !z (n )/ sz
tj.
cos T
odakle dobijamo da je
1 cos T n—2
I, =— - In_—o (n=3,4,5,...). (10)

n—1 sin" 'z n-1

Nadimo sada rekurentnu formulu i za integral

In:/ @ 345
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Ako uvedemo smenu: x = g —t, dr = —dt i iskoristimo formulu (10),

dobijamo
7 _/ dr / dt B / dt
"] cosmx . (77 > N sin™ ¢
COS ——1
2
_( 1 cost +n—2/ dt
a n—1 sin" 1t n-—1J sin"2¢
T
1 o8 2 v n—2 dx
- n—1 s + n—1 T
sin? 1 (5 — m) sin™ 2 <§ - x>

B 1 sin x n—2/ dx

n—1 cos"lae n—1J cos" 2z’

In_y (n=3,4,5,...). (11)

: n
n—1 coslz n-1

6. Izvedimo rekurentnu formulu za integral
1AM n
Iy = /sm x cos” xdx,

gde sum in celi brojevi takvi da je bar jedan od njih veéi od 1im+n # 0.
Ako je m > 1, uzmimo u = sin” 'z i dv = cos™ x sinzdz, odakle
. . o . cos"tly
dobijamo da je du = (m — 1)sin™ “xz cosxdxr i v = 1 pa je
n

sin™ gcos"ley m—1

Iy =— T + 1 /Sinm_2 x cos" 2 xdx

sin™ gcos"tley m—1

__ — 4 1 /sinm_2 x cos” z cos® xdx
n n
- m—1 n+1 -1
S x—:cis * + m+ 1 /sinm_2 z cos™ (1 — sin® z)dz,
n n

.
sin™ zcos"e m—1

Im,n — n+ 1 + n+ 1 (Im—Q,n - Im,n)7

odakle dobijamo rekurentnu formulu

sin™ lgzcos" e m—1

I = — I on. 12
m,n m+n +m+nm 2n ( )
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Ako je n > 1, tada sli¢nim postupkom dobijamo rekurentnu formulu

sin™tlzcos" e m—1

I = — Inno. 12/
m,n m+n +m+n m,n—2 ( )

Primer 9. Primenom formule (12) lako nalazimo da je

= + +C.

cos? x CcOST  COST

sin® xdx sin? z Lo sin zdx sin® x 2
cos2r  cosx

Ako je u gornjem integralu m +n = 0 (m = 2,3,4,...), tada imamo

integral
L 00
Im:/sm mdm:/tgmacdx.
cos™x

inzd
PN TeT dobijamo du = (m — 1) sin™2

Zau=sn"1zidv= x cos xdx
1

(m—1)cosm 1z

os™ x

iv= , pa dobijamo rekurentnu formulu

1 _
Im:mtgm ll‘—Im—Q (m:273747"')' (13)

Sliéno se nalazi da je

1
m—1

I, = /Ctgm xdr = — cetg™ e — Lo (m=2,3,4,...). (14)

6. INTEGRACIJA RACIONALNIH FUNKCIJA

Kao §to znamo, racionalna funkcija R(x) je koli¢nik dva polinoma. Dakle,

P()
Q(z)’

gde su P(x) i Q(x) polinomi sa realnim koeficijentima.

Kazemo jos i da je P(z)/Q(z) racionalni razlomak. Ako je stepen poli-
noma P(z) manji od stepena polinoma Q(z), tada kazemo da je P(x)/Q(x)
pravi razlomak, inace je nepravi.

Integrali racionalnih funkcija uvek se mogu izraziti pomocéu elementarnih
funkcija.

Pri integraciji pojedinih funkcija neéemo posebno isticati na kome inter-
valu vr§imo integraciju, ve¢ ¢e se podrazumevati da je to neki od intervala
na kome je podintegralna funkcija definisana.

R(z) =

Razmotrimo sada integrale nekih prostijih racionalnih funkcija.



VIII POGLAVLJE
ODREDENI INTEGRAL

1. DEFINICIJA ODREDENOG INTEGRALA. DARBUOVE?®
SUME

Problem nalazenja povrsine dela ravni ograni¢ene krivom linijom doveo
je do pojma odredenog integrala.

Pretpostavimo da je funkcija f(z) definisana na segmentu [a,b], a < b.
Podelimo segment [a,b] pomoc¢u tacaka a = g < 1 < --- <z, =bnan
podsegmenata [z, z1] [z1,22] ..., [Tn-1,2s]. Neka je & € [x;_1,x;] proiz-
voljna tacka segmenta [z;_1,x;] a Ax; = x; —z;_1 duzina segmenta [z;_1, x;]
(i=1,...,n).

Definicija 1. Suma

op = f(&)Dm1 + f(E)Aaa + -+ f(&)Dwn =Y f(&)Dzi (1)

i=1

naziva se Rimanova®® integralna suma, ili krace, integralna suma funkci-
je f(x) koja odgovara datoj podeli P segmenta [a,b] na n podsegmenata i
datom izboru tacaka & € [zi_1, ;] (i =1,...,n).

Geometrijska interpretacija integralne sume (1) kada je funkcija f(x)
nenegativna, data je na sl. 1 i predstavlja povrsinu osencene stepenaste fi-
gure, tj. sumu povrsina pravougaonika sa osnovicama Az; i visinama f(&;),
(t=1,...,n).

Ocigledno integralna suma zavisi od nacina podele segmenta [a,b] na
podsegmente [z;_1, z;], kao i od izbora tacaka & € [x;—1,2;] (i =1,2,...,n),
pa se za razli¢ite podele segmenta [a,b] i izbore tacaka & dobijaju razlicite
integralne sume.

Neka je Apax = max Az; (i = 1,2,...,n) za proizvoljnu podelu p seg-
menta [a, b].

Definicija 2. Broj I se naziva grani¢na vrednost integralnih suma o),
kada Apax — 0 ako za svako € > 0 postoji 6 > 0, tako da za svaku podelu
segmenta [a,b] na n podsegmenata i za svaki izbor tacaka & € [z;_1, ;]
(i =1,...,n), iz nejednakosti Apax < 6 sledi nejednakost

|0’p—I|<E.

3)@. Darboux (1842-1917), francuski matematicar.
36)B. Riemann (1826-1866), nemacki matematicar.
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A
Y y=[f(z)
O(lZIEO fl T1 & T2 Tn—1 £nb:xn z”
sl. 1
Pisese I = lim op.
A max—0

Definicija 3. Za funkciju f(z) kazemo da je integrabilna u Rimano-
vom smaslu, ili krace, integrabilna na segmentu [a,b] ako postoji kona¢na
grani¢na vrednost I integralnih suma te funkcije kada Apa.x — 0. Broj I
naziva se Rimanov ili odredeni integral funkcije f(x) na segmentu [a,d] i
piSe se

b
I:/ f(x)dx, (2)

odnosno

b n
de= 1 ) Ax;. 2’
[ r@ae= 3 ) @)
Brojevi a i b suredom, donja i gornja granica integrala, f(x) je podintegralna
funkcija, x je integraciona promenljiva. Pri tom vazi

[ 1= [ 0= [ swa

tj. odredeni integral predstavlja broj koji ne zavisi od nacina oznacavanja
integracione promenljive.

Primetimo da se u definiciji odredenog integrala u jednakosti (2') umesto
Amax — 0 ne moze staviti n — +o0o (n je broj podsegmenata na koje je
podeljen segment [a, b]). Naime, iz Apax — 0 sledi n — 400, ali obrnuto ne
mora biti taéno. Na primer, ako se najduzi podsegment [zj_1, x|, dobijen
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pri prvoj podeli segmenta [a,b] na n podsegmenata u sledeé¢im podelama
viSe ne deli, ve¢ se dele ostalih n — 1, tada kad n — 400, Apnax = Az ne
tezi nuli. \
Iz Definicije 3 sledi da je odredeni integral / f(x)dz, u slucéaju kad je
a

funkcija f(x) nenegativna, jednak grani¢noj vrednosti niza povrsina stepe-
nastih figura obrazovanih od pravougaonika kada Ap.x — 0, a $to znaci

b
da je / f(x)dx jednak povrsini ,krivolinijskog trapeza“, tj. figure u ravni
a

Oxy ogranicene grafikom funkcije y = f(x), osom Oz i pravama =z = a i
x = b, a Sto ¢emo kasnije dokazati. Videti sl. 1.

Iz definicije odredenog integrala takode sledi da neograni¢ena funkcija
na segmentu [a, b] nije integrabilna na tom segmentu.

Neka je, na primer, f(x) > 0
za svako x € [a,b] i neka je P 4
podela segmenta [a,b] na pod-
segmente [xg, z1], [x1, 22, ..., [Tn-1,|Tn],
gde je g = a i1 z, = b. Ako
funkcija f(z) nije ograni¢ena na
segmentu [a,b], tada ona nije
ograni¢ena na bar jednom pod-
segmentu [rg_1,xx] podele P
segmenta [a,b]. Tada za svako

n € N postoje tacke 5,(;1) € | e -
[zr—1, )] takve da je Ol a=mxpT1 T2 Tk ko Tno1 b=,
£ >n. (3) k-2
Vidi sl. 2.
Kako za fiksirane &; € [x;—1,2;] (i =1,2,...,n, i # k) integralna suma

> fE) L

=1
ik

ima potpuno odredenu vrednost, na osnovu (3) sledi da za svaki realan broj
M > 0 postoji ng € N, tako da je za 5,(6"0) € [zk—1, k]

FEMN Dz + 3 (&) Dy > M,

i=1
itk
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t.
i (7€) 00+ 3 1(6) 50 ) = o

n——+00 -
iZh
Sledi da grani¢na vrednost integralnih suma op, koje se dobijaju kada se
u podsegmentu [x;_1, 2], kao i u podsegmentima koji se dobijaju podelom
tog podsegmenta, uzimaju tacke 5,(:) (n € N), ne moze biti konaéna kada
Amax — 0.
Ovim smo dokazali da vazi sledece tvrdenje.

Tvrdenje 1. Potreban uslov da funkcija f(x) bude integrabilna na seg-
mentu [a, b] jeste da je ograni¢ena na [a, b].

Ubuducée ¢emo razmatrati samo ogranicene funkcije.

Definicija 4. Neka je funkcija f(x) definisana i ograni¢ena na segmentu
[a, b] koji je tactkama a = z¢g < 1 < --- < x, = b podeljen na n podsegme-
nata [z;_1,2;] (i =1,...,n) i neka je

m; = inf f(z)iM;= sup f(z) (i=1,...,n).

TE€[Ti_1,24) z€[Ti—1,T5)

Sume

n
s =miAxy +molxy + -+ mplAx, = ZmiAxi
i=1

n
S =M Axy + MyAxg + -+ M, Az, = ZMzsz
=1

nazivaju se redom donja i gornja Darbuova suma funkcije f(x) za datu
podelu segmenta [a, b].

Geometrijska interpretacija donje i gornje Darbuove sume data je na
sl. 31 sl 4.

Svaka integralna suma (1) za datu podelu segmenta [a,b] nalazi se iz-
medu gornje i donje Darbuove sume te podele.

Zaista, ako je

M = sup f(z)im= inf f(z),
z€|a,b] z€la,b]

tada je za proizvoljne &; € [z;—1,2;] (i1 =1,2,...,n)

m<m; < f(&) <M<M(@GE=12,...,n),
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R y=f() N y= /@)
Y Y 1
|
mq|me m; My M | Mo M; M|
Ola=zy a1 - Tj—1 Ti=b=2x, i Ola=zy 11 - X1 x5 --b=2x T
sl. 3 sl. 4
tj.

mAwi S miAxi S f(fz)sz S MiAxi S MAxi (Z = 1,2, e ,n),

odnosno

=1 i=1 =1 i=1 i=1

konac¢no

mb—a)<s<oc<S<Mb-a). (4)

Iz nejednakosti (4) sledi da su za sve podele segmenta [a,b] skupovi:
donjih Darbuovih suma s, integralnih suma o i gornjih Darbuovih suma S
ograniceni.

Pokazimo da za skup integralnih suma op, koje dobijamo za fiksir-
anu podelu P segmenta [a,b] i razlicite izbore tacaka & € [x;_1,z;] (i =
1,2,...,n), vazi

s=inf{op}, S =sup{op}. (5)

Kako je, na osnovu (4), s < op za sve integralne sume op podele P,
treba jo§ da dokazemo da za svako £ > 0, postoji suma op, takva da je
op < s-+e.

Zaista, ako tacke &; izaberemo tako da je

f(gi)<mi+ﬁ (i=1,2...n),
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tj.
op < s+¢€.
Ovim smo dokazali prvu jednakost. Druga jednakost se dokazuje analogno.
Definicija 5. Ako je skup tacaka podele P segmenta [a,b] podskup

skupa tacaka podele P’ tog segmenta, tada kazemo da je podela P’ profin-
jenje podele P.

Tvrdenje 2. Ako su si .S donja i gornja Darbuova suma podele P, a s
i S’ donja i gornja Darbuova suma podele P’ koja je profinjenje podele P,
tada je
s<s <S5 <8

Dokaz. Dovoljno je dokazati da tvrdenje vazi u slucaju kad je podela P’
realizovana sa jednom tackom vise. Neka je podela P realizovana pomocéu
tacaka a = xg < 1 < -+ < Tp_1 < Tp = b, a podela P’ pomocu tacaka

n
a=z9 <2 <w1 < - <Tp_1<zH=">0. Ako je s*:ZmiAmi,tadaje
i=2

s =my(xe — 1) + 87,

aakojem)= inf f(x)im{= inf f(x),tada je
T€[xo,2’] z€[x! x1]

s =m)(z' —xo) + mY(z1 — ') + s*.

Kako je
my = min{m}, m{},
to je
my(z1 — x9) = my(z' — zo) + my(z1 — 2') < m) (2 — z0) + mY(z1 — 27),
pa sledi da je
s<s.
Analogno se dokazuje da je S’ < S.

Posledica 1. Ako je s; donja Darbuova suma podele P; i Sy gornja
Darbuova suma podele P, tada je

51 < SQ.

Zaista, ako je P podela koju realizuju sve tacke podela P; i P, i ako su s
i S donja i gornja Darbuova suma podele P, tada je na osnovu prethodnog
tvrdenja
51 <s <5< S,
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§to je i trebalo dokazati.

Iz Tvrdenja 2 i Posledice 1 sledi da je za sve podele skup donjih Dar-
buovih suma s ograni¢en odozgo, na primer, bilo kojom gornjom Darbuovom
sumom, a da je skup gornjih Darbuovih suma S ograni¢en odozdo, na
primer, bilo kojom donjom Darbuovom sumom, a $to zna¢i da postoje
konacni

I, = sup{s} i I" = inf{S}

i pri tome je za sve sume s i .S
s<I.<I"<S§S. (6)

Tvrdenje 3. Funkcija f(x), ograni¢ena na segmentu [a,b], je integra-
bilna na tom segmentu akko je

lim (S —s)=0. (7)

An]ax_>0

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f(z) integrabilna na segmentu
b

[a,b] i da je I = [ f(x)dz. Na osnovu Definicije 2 i Definicije 3 to znaci
a
da za svako € > 0 postoji § > 0, tako da za sve podele segmenta [a,b] i sve
izbore tacaka &; za integralne sume o funkcije f(z) vazi:
ako je Amax < 0, tada je |o — I| <%,tj. I—E<O'<I+§.

2
Iz (5) sledi da za odgovarajuée donje i gornje Darbuove sume s i S vazi:

ako je Apax < 0, tada je 0 < S — s < ¢, tj. Alim (S—s)=0,

max 7
dakle, vazi (7).
Pretpostavimo sada da vazi (7). To znaci da za svako € > 0 postoji
d > 0, tako da za sve podele segmenta [a,b], takve da je Apax < 0 vazi

S—s<e, (8)

sto, s obzirom na (6), znaci da je I, = I*. Ako stavimo da je I, = I* = I,
tada nejednakost (6) prelazi u nejednakost

s<I<S. (9)

Kako, prema (4), za Darbuove sume s i S i odgovarajuc¢u integralnu
sumu o vazi

s<o<8§, (10)

zaista, na osnovu poslednje tri nejednakosti, sledi da vazi

ako je Amax < 0, tada je |[I — o] < g,
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tj. A
I= lim o,
Amax—0
a §to i znadi da je funkcija f(z) integra-
bilna na segmentu [a, b], §to je trebalo
i dokazati.

Napomenimo da se brojevi I, = sup{s}
P

P $

iI* = ir};f{S} nazivaju redom donji

i gornji Darbuov integral. Moze se

&

3

&3

f'n, -2

gnfl

£7L:1

»
»

dokazati da je

I,= lim sil*= lim &S.

max—0 Amax—

O n

i)

T3

sl.

Tp_9 Tp1 Tn T

5

1
Primer 1. Izracunati / xdx koriS¢enjem definicije odredenog integrala.
0

1
Podelimo interval [0,1] na n jednakih podintervala duzine Az = — i za tacke
n

&, uzmimo desne krajeve podintervala, tj.

&= Az, & =20Ax,...,6, =nlx

(videti sliku 5).

Nadimo integralnu sumu

n

o= f&)Ar=) (i-Az)-Ax=

i=1 i=1

= (1424 +n)(Az)
%(H%).

Na osnovu Definicije 3 sledi da je

2 _ n(n+1)

1
1 1
/ zdr = lim o = lim —(1+—)
0 n—00 n—o0 2 n
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1
Primer 2. Izraéunati/ e“dx.
0

Na osnovu definicije odredenog integrala je
(vidi sl. 6) 3

1 "1 1
x _ 1. Z'_._
1,1 2 n—1 n
= lim —(en+en+-~-+e +en)
n—+oco N
1 1 1 n—2 n—1
= lim —en(1+en +---+e +e n )
n—+oco N
11 1—en Tle—1
= lim —eﬁ-_—eT: lim enge— )
n—+oo n = n—-+oo ES
1—en en —1
1
=e—1, jer je " >
X
1
. 1 . en —1
lim en =1, lim —— =1. sl. 6
n—-4oo n——4oo l
n

2. NEKE KLASE INTEGRABILNIH FUNKCIJA

Videli smo da neogranic¢ene funkcije nisu integrabilne. Isto tako, ni svaka
ogranicena funkcija nije integrabilna, kao $to to pokazuje primer Dirihleo-
ve’?) funkeije

Fz) = 1, ako je x racionalno,

~ | 0, ako je z iracionalno.

Naime, ako su §; racionalne tacke, tada je integralna suma (1) jednaka
n
Y Azy = b—a, jer je f(&) = 1, a ako su & iracionalne tacke, tada je
i=1
integralna suma jednaka 0, jer je f(&;) = 0; prema tome, grani¢na vrednost
integralne sume ne postoji, tj. Dirihleova funkcija, iako ogranicena, nije
integrabilna.

Ovde ¢emo pokazati da su neprekidne, neke prekidne i monotone funkcije
integrabilne funkcije.

Tvrdenje 4. Ako je funkcija f(z) neprekidna na segmentu [a, b], tada
je f(z) integrabilna na [a, b].

Dokaz. Posto, na osnovu Tvrdenja 14, odeljka 2.4, V poglavlja iz ne-
prekidnosti funkcije f(x) na segmentu [a, b] sledi njena ravnomerna nepre-

3DP. G. Dirichlet (1805-1859), nemacki matematicar.
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REALNE FUNKCIJE VISE REALNIH
PROMENLJIVIH

1.REALNA FUNKCIJA DVE REALNE PROMENLJIVE

1.1. Uvodni pojmovi

Kao §to znamo, skup svih uredenih parova realnih brojeva R? = {(z1,
x9)|z1, x2 € R}, u kome su sabiranje i mnozenje skalarom definisani na
slededi nacin:

r+y=(v1,22) + (y1,92) = (T1 + Y1, 71 + Y2)-
Ax = ANz, 22) = (Az1, A\x2) (X € R),

je vektorski prostor nad poljem R.
Ako za proizvoljne = = (x1,22) i y = (y1,2) iz R? stavimo

Ty = 11Y1 + T2Y2, (1)

lako je proveriti da je sa (1) definisan skalarni proizvod u R?, §to znaci da
je vektorski prostor R? sa definisanim skalarnim proizvodom jedan euklidski
vektorski prostor.

Elemente od R? predstavlja¢emo tackama euklidske ravni Fs u odnosu
na Dekartov pravougli koordinatni sistem Oxy. Ako je M tacka iz Fo kojom
smo predstavili ureden par (z,y) € R?, tada ¢emo element (z,y) oznacavati
sa M(z,y) ili prosto sa M. U skladu sa ovim, elemente skupa R? zva¢emo
tackama.

Iz (1) sledi pojam rastojanja u R?. Naime, rastojanje izmedu tacaka
My (z1,y1) i Ma(za,y0) iz R? je

d(My, Ma) = /(21 — 2)2 + (1 — y2)2.

Uvedimo sada neke pojmove.

Definicija 1. Pod e-okolinom (¢ > 0) tacke My € R? podrazumevamo
skup tacaka M € R2, takvih da je d(M, Mp) < .
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U ravni Dekartovog pravouglog koordinat- A —
nog sistema Ozxy e-okolina tacke My pred- Vi " 3
stavlja skup svih tacaka M koje se nalaze u |I ./\ ‘,
unutrasnjosti kruga poluprecnika ¢ sa centrom h J/
u tacki My (sl. 1). S~
Definicija 2. Skup X C R? je otvoren ako 0] v
za svaku tacku M € X postoji e-okolina koja o1

je podskup od X.
Definicija 3. Skup X C R? je zatvoren ako je skup R\ X otvoren.

Definicija 4. Pod granicom ili rubom skupa X C R? podrazumevamo
skup I'y C R?, takav da svaka e-okolina proizvoljne tacke M € I'y sadrzi i
tacke iz X 1iz R\ X.

Definicija 5. Pod okolinom tacke M podrazumevamo svaki otvoren
skup koji sadrzi tacku M.

Definicija 6. Skup tacaka M € R? takvih da je d(Mo, M) < R (R > 0)
je zatvorena dvodimenzionalna kugla (lopta) polupreénika R sa centrom u
tacki M.

Ako je d(My, M) < R, tada je skup tacaka M otvorena dvodimenzional-
na kugla (lopta).

Primetimo da je e-okolina tacke My, u stvari, jedna otvorena dvodimen-
zionalna kugla (lopta) polupre¢nika e sa centrom u tacki M.

Definicija 7. Skup X C R? je ogranicen ako sve njegove tacke pripa-
daju nekoj dvodimenzionalnoj kugli.

Definicija 8. Za skup X C R? kazemo da je povezan ako za bilo koje
dve tacke M, N € X postoji neprekidna linija koja prolazi kroz M i N i
pripada skupu X.

Definicija 9. Otvoren i povezan skup naziva se oblast.
Zatvoren i povezan skup naziva se zatvorena oblast.

Definicija 10. Tacka M je tacka nagomilavanja skupa X ako se u sva-
koj njenoj e-okolini nalazi bar jedna tacka iz X razlicita od M.

Definicija 11. Neka je D C R? neprazan skup. Ako se svakoj tacki
M (z,y) € D pridruzi, prema zakonu (pravilu) f, ta¢no jedan realan broj z,
tada je f realna funkcija dve realne promenljive.

Pisemo

z=f(x,y) i z=f(M).
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Promenljive x i y su nezavisno promenljive ili argumenti, z je zavisno pro-
menljiva ili funkcija. Skup D je domen, a skup
V={z€Rlz= f(z,y) A (z,y) € D}

skup vrednosti funkcije f.
Grafik funkcije z = f(x,y) je geometrijsko mesto tacaka M (x,y, z) u De-

kartovom pravouglom koordinatnom sistemu Oxyz, takvih da je z = f(x,y),

(x,y) € D (sl. 2).

sl. 3

sl. 2

f(z,y) moze predstavljati povrs u koordinatnom

Grafik funkcije z
sistemu Oxyz. Tada kazemo da je z = f(x,y) jednacina te povrsi.

Primer 1. Funkcija z = x + 2y definisana je za svako (z,y) € R?.
Primer 2. Funkcija z = /4 — 22 — y? definisana je, tj. z je realan broj, ako je
4—z%—y% >0, tj. 22+y? < 4, pa je domen funkcije skup D = {(z,y)|z? +y? < 4}.
Primer 3. Grafik funkcije z = 22 + 2 je, kao §to znamo iz analiticke geome-
trije, kruzni paraboloid (sl. 3).
1.2. Granic¢na vrednost i neprekidnost funkcije dve promenljive

Neka je funkcija z = f(z,y) definisana na skupu D i neka je My(xo,yo)

tacka nagomilavanja skupa D.
Definicija 12. Broj c je grani¢na vrednost funkcije z = f(z,y) u tacki

My(x0,yo) ako za svaki realan broj e > 0 postoji broj d > 0 (koji zavisi od ¢),
tako da za svaku tacku M (z,vy) za koju vazi 0 < /(z — x0)%2 + (y — y0)2 < 6,
tj. 0 < d(M, My) < 0, vazi nejednakost |f(x,y) —c| < e, tj. |f(M)—c| < e.
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Pise se

lim z,y)=c ili lim f(z,y)=c ili lim M) =c.
(x»y)—>(x07y0f( y) z:zg f( y) M—>M0f( )

Sadrzaj Definicije 12 moze se zapisati na slede¢i nacin:
— 1
c= fm flzy) =
< (Ve > 0)(36 > 0)(VM)(0 < d(M,Mp) < d= f(M) —c| <e).

Lako je videti da vazi sledece tvrdenje.

Tvrdenje 1. Potreban i dovoljan uslov da funkcija z = f(x,y) ima gra-
ni¢nu vrednost ¢ u tacki My(zo,yo) je da se ona moze predstaviti u obliku

flz,y) = c+alz,y),
gde je lim a(z,y) = 0.
(2,y)—(20.30)
Treba razlikovati grani¢nu vrednost lim f(x,y) od ponovljenih
(179)%(101?!0)
(uzastopnih) graniénih vrednosti:
lim (lim f(z,y)) i lim (lim f(z,y)).

T—x0 Y—Yo Y—Yyo T—xQ

Primer 4. Ponovljene grani¢ne vrednosti funkcije f(x,y) = 7Y 4 tacki (0,0)
Y

su:

lim (lim x_y) —lim 2 =1
y—=0 \z—=0x 4y

. . r—Y . X
lim ( lim = lim — = 1.
z=0 \y—=0 2 + vy z—0 T

Medutim, grani¢na vrednost ( l)lm( )f(:my) ne postoji. Zaista, ako tacka (x,y)
z,y)—(0,0

11 21

tezi tacki (0, 0) preko dva niza: (z,,yn) = (—, —) i(zl,y,) = (—, —) (n = +00),
n'n n'n

odgovarajuéi nizovi vrednosti funkcije teze razli¢itim granicama: z, = f(zn,yn) =

1 1
0—0, zng(x;,y;)ZE — 3 (n = 4+00).

Primer 5. Ponovljene grani¢ne vrednosti funkcije f(z,y) = Y u tacki

z? 4+ y?
(0,0) su:

0
lim ( lim ——2— ) = lim =0
y—0 \z—0 22 + 32 y—0 0 + y2
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. . Yy . 0
lim | lim —*— | = lim ——— =0,
z—0 \ y—0 x2 + y2 022 4+ 0

dakle, jednake su.

Medutim, ( l)lm( )f(:my) ne postoji. Zaista, ako (z,y) — (0,0) po pravoj
z,y)—(0,0

y = kx (k € R), tada je
lim = lim ka? = k
() —(0,0) 22 + 32 250 22 + k222 14+ k2’

Sto za razne vrednosti k£ ima razli¢ite vrednosti.

1
Primer 6. Data je funkcija f(x,y) = xsin —. Pokazimo da postoje grani¢ne

vrednosti lim (lim f(z,y)) i lim  f(z,y), a da ne postoji grani¢na vrednost
y—0 z—0 (z,y)—(0,0)

lim (lim f(z,y)). Zaista,

z—0 y—0

lim (lim f(z,y)) = lim (lim msinl> = lim (O-Sin 1) =0.
Y

y—0 x—0 y—0 \ z—0 Yy y—0
Kako je
1
0< xsin—’ <lz|-1=lz|,
Y
sledi da je
lim xsin— =0.
z,y)—(0,0) Y

Medutim, grani¢na vrednost lim <lim x sin l) ne postoji, jer ne postoji lim sin l
z—0 \ y—0 Yy y—0 Yy
Iz datih primera vidi se da iz postojanja grani¢ne vrednosti funkcije u
datoj tacki ne sledi postojanje i ponovljenih grani¢nih vrednosti u toj tacki i
obrnuto - iz postojanja ponovljenih grani¢nih vrednosti funkcije ne sledi po-
stojanje i grani¢ne vrednosti funkcije u odgovarajucoj tacki. Ovo ne znaci
da se ne moze uspostaviti odredena veza izmedu ove dve vrste grani¢nih
vrednosti funkcije dve promenljive.

Tvrdenje 2. Ako postoji grani¢na vrednost funkcije z = f(z,y) u tacki
My(xo,y0) 1 ako postoji 6 > 0, takvo da za svako y € (yo — d, 50 +9), ¥ # Yo
postoji grani¢na vrednost

g(y) = lim f(z,y),

T—rT

tada postoji i ponovljena grani¢na vrednost lim ( lim f(z,y)) i pri tome je
Y—Yo T—Io

lim (lim f(x,y)) = lim  f(x,y).

Y—Yo T—T0 (z,y)—(z0,y0)



X POGLAVLJE
DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Kod izu¢avanja raznih pojava ¢esto nije moguce ustanoviti zakonitost
koja povezuje (samo) veli¢ine koje karakterisu datu pojavu, dok se relativno
lako nalazi zavisnost izmedu tih veli¢ina i njihovih izvoda. Na taj nacin se
proucavanje pojava (procesa) opisuje relacijom koja povezuje trazenu funk-
ciju i njene izvode ili diferencijale, tj. nekom diferencijalnom jednac¢inom.

Definicija 1. Diferencijalnom jednacinom naziva se relacija

F(z,y,9,9",...,y'™) =0 (1)

koja povezuje nezavisno promenljivu z, nepoznatu funkciju y = y(z) i njene
izvode o/, 4/, ...,y (ili diferencijale dy, dy,...d™y).

Redom diferencijalne jednacine (1) naziva se red najviseg izvoda (ili di-
ferencijala) koji se pojavljuje u datoj jednacini.

Resenjem diferencijalne jednacine (1) naziva se n puta diferencijabilna
funkcija y = y(x) koja identicki zadovoljava datu jednacinu za svako z iz
nekog segmenta [a, b].

Postupak nalazenja resenja diferencijalne jednacine naziva se integraci-
jom date jednacine (dakle, primenjujemo operaciju inverznu operaciji dife-
renciranja), a grafik reSenja y = y(z) naziva se integralnom krivom diferen-
cijalne jednacine.

Ovde ¢emo razmatriti neke diferencijalne jednacine prvog i drugog reda.

1. DIFERENCIJALNE JEDNACINE PRVOG REDA
Definicija 2. Opsti oblik diferencijalne jednac¢ine prvog reda je

F(x,y,y") =0. (2)

Ako se jednacina (2) moze resiti po y’, dobijamo tzv. normalni oblik dife-
rencijalne jednacine:

y = flz,y). 3)

Odgovor na pitanje pod kojim pretpostavkama postoji jedinstveno resenje
diferencijalne jednacine (3) daje sledeée tvrdenje.

Tvrdenje 1 (Kosijeva teorema). Ako su funkcija f(x,y) i njen par-
cijalni izvod fé(m,y) neprekidni u nekoj oblasti D ravni xQOy, tada postoji
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interval (zg—0d,x0+9), g € D na kojem postoji jedinstveno resenje y = y(x)
jednacine (3) koje zadovoljava uslov y(xg) = yo.

Geometrijski, to znaci da kroz svaku unutrasnju tacku (g, yo) oblasti D
prolazi samo jedna integralna kriva jednacine (3).

Problem nalazenja resenja y = y(z) jednacine (3), koje zadovoljava uslov
y(zo) = Yo, naziva se Kosijevim problemom, a uslov y(xg) = yo - pocetnim
uslovom.

Definicija 3. Opstim resenjem diferencijalne jednacine (3) naziva se
funkcija y = y(z, C), gde je C' — proizvoljna konstanta ako:

1) ona predstavlja resenje date diferencijalne jednacine za svaku vrednost
konstante C;

2) za bilo koji pocetni uslov y(zo) = yo, (x0,y0) € D moze se odrediti
jedinstvena vrednost konstante C' = Cj, tako da je yo = y(zo, Cp).

Ako je opste reSenje dato u implicitnom obliku
d(z,y,C) =0 (4)

tada se jednacina (4) naziva opstim integralom diferencijalne jednacine (3).

Geometrijski, opste resenje y = y(x, C') predstavlja familiju integralnih
krivih koje zavise od jednog parametra C' i imaju osobinu da kroz jednu
tacku ravni xOy prolazi samo jedna kriva toga skupa.

Definicija 4. Partikularnim resenjem diferencijalne jednacine (3) na-
zivamo resenje y = y(z, Cp) koje se dobija iz opsteg resenja y = y(z,C) za
konkretnu vrednost konstante C' = Cjy. Ako u relaciji (4) stavimo C' = Cy,
dobijamo partikularni integral diferencijalne jednacine.

Primer 1. Pokazati da je funkcija y = y(z) definisana jedna¢inom z? + 4zy —
y? = 1 integral diferencijalne jednacine (x + 2y)dx + (22 — y)dy = 0.

Resenje. Diferenciranjem leve i desne strane jednacine 22 + 4oy — y2 = 1 po
promenljivoj « dobijamo 2x+4y+4zy’ —2yy’ = 0, odnosno y' (4 —2y)+2z+4y = 0.
Deobom sa 2 i mnozenjem sa dx dobijene jednacine (imajuéi u vidu da je y' = %)
dobijamo (z + 2y)dz + (22 — y)dy = 0.

1.1. Diferencijalna jednacina sa razdvojenim promenljivim

U specijalnom slucaju, kada je u diferencijalnoj jednac¢ini
y' = f(z,y)

funkcija f(z,y) = f1(z)f2(y), imamo

v =L = h@h),
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a odavde, deobom sa fa(y), uz uslov fa(y) # 0, dobijamo

dy
f2(y)

Jednacina (5) se naziva diferencijalnom jednacinom sa razdvojenim pro-
menljivim. Opsti oblik jednacine ovog tipa daéemo u sledec¢oj definiciji.

= f1(z)dz. (5)

Definicija 5. Diferencijalna jednacina oblika
A1 (z) By (y)dz + Az(x) B2 (y)dy = 0, (6)

gde su Aj(x), As(x), Bi(y), B2(y) — date funkcije, naziva se diferencijalnom
jednacinom sa razdvojenim promenljivim.

Ako su B;(y) # 01 Aa(x) # 0, tada, deobom jednacine (6) sa Az(z)B1(y)
dobijamo jednacinu:

Ai(z) ,  Ba(y)
Ao ™ T By ™

oblika (5) u kojoj su promenljive razdvojene. Integracijom leve i desne strane
ove jednacine dobijamo

Ai(z) _ Bs(y)
Az(w)dx_ /Bl(y)dy+0. @)

Ako relacija (7) sadrzi sva reSenje diferencijalne jednacine (6), tada (7)
predstavlja opsti integral diferencijalne jednacine (6).

Kod razdvajanja promenljivih mogu se izgubiti neka reSenja jednacine
(6): to su resenja jednacina As(x) = 01 Bi(y) = 0. Ako je y = yo koren
jednacine Bj(y) = 0, tada, posto je dyp = 0 i B;i(yp) = 0, zamenom y = yp
u jednacini (6) dobijamo identitet. Dakle, y = yq je za svako x resenje di-
ferencijalne jednac¢ine (6). Ako se to resenje ne moze dobiti iz relacije (7)
za neku vrednost C, onda se ono mora razmatrati odvojeno od resenja (7).
Analogno zaklju¢ujemo, ako je z = xg koren jednacine As(x) = 0, da je tada
x = x( za svako y resenje diferencijalne jednacine (6).

Ako se integrali iz relacije (7) ne mogu izraziti pomocu elementarnih
funkcija, tada kazemo da je reSenje diferencijalne jednacine izrazeno u kva-
draturama (1 u tom slucaju, takode, smatramo da je problem integracije
diferencijalne jednacine resen).

Primer 2. Naéi jednacinu familije krivih znajuéi da je tangens ugla tangente
u svakoj tacki bilo koje krive iz familije krivih jednak koli¢niku ordinate i apscise
te tacke uzetom sa negativnim znakom.
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Resenje. Neka je jednacina krive trazene familije krivih y = y(z). Tangens
ugla tangente te krive je u svakoj njenoj tacki jednak y’(x). Prema uslovima zadat-

ka, tangens je jednak ~ ¥ Odavde sledi diferencijalna jednacina trazene familije:
x

dx
y = _37 odnosno, Y _ —g. Mnozenjem leve i desne strane sa —, y # 0
T dx x y

dobijamo jednacinu sa razdvojenim promenljivim

dv _ _dy

€ Y

Integracijom dobijamo In |z| +1n |y| = In|C| ili zy = C. Prema tome, datu osobinu
ima familija hiperbola ¢ije su asimptote koordinatne ose.

Primer 3. Nadi ono partikularno resenje jednacine
3z Yydr + (1 — 2?)dy =0

koje zadovoljava pocetni uslov y(0) = 0.

- . . . ” 1
ResSenje. Mnozenjem leve i desne strane jednacine sa W’ y # 0,
x # +1, dobijamo jednac¢inu sa razvijenim promenljivim:
3z dy
dxr + =0.
-2

3 3 3
Integracijom dobijamo -5 In|l— 22| + §y2/3 =3 InC, C > 0, odakle mnoZenjem

2
sa — i sredivanjem dobijamo opsti integral jednacine 32/3 = In C|1 —2?|. Zamenom
pocetnog uslova x = 0, y = 0 u opStem integralu, dobijamo 0 = InC, odakle je
C = 1. Prema tome, partikularni integral dobijamo uvrstavanjem ove vrednosti
konstante C' u opstem integralu: y?/2 = In |1 — 22|. Resavanjem ove jednacine po

y, dobijamo trazeno partikularno resenje: y = \/ln3 [1— 22|

1.2. Homogena diferencijalna jednacina prvog reda

Ovde ¢emo razmotriti diferencijalne jednacine koje se odredenom sme-
nom svode na diferencijalne jednacine sa razdvojenim promenljivim.

Definicija 6. Funkcija f(x,y) se naziva homogenom funkcijom reda k
u odnosu na promenljive x i y ako vazi identitet:

f(t]:,ty) = tkf(JI,y)

za svako t € R.
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z(z? + y?)
/3
to(t?2? 4 t2y2)
t3y3

Primer 4. Funkcija f(z,y) = je homogena funkcija nultog reda

jer je

flta, ty) = =1 f(z,y).

Definicija 7. Diferencijalna jednacina prvog reda

y' = f(z,y) (8)
naziva se homogenom (po z i y) ako je f(x,y) — homogena funkcija nultog
reda.

Dakle, ako je jednacina (8) homogena, tada je
[, ty) = f(z,y).

1
Ako uzmemo t = —, dobijamo f(z,y) = f (1, Q) = <g), tj. homogena
x x x
funkcija nultog reda se moze predstaviti u obliku funkcije jednog argumenta
Y. Ako uvedemo novu funkciju u = u(x) umesto funkcije y = y(z) smenom
x

/ !/
, Yy=ur, Y =uxr+u

_ Y
u = =
T

i zamenimo dobijene izraze za y i ¥’ u jednacini (8) dobijamo jedna¢inu
u'z +u = p(u),

tj.
d
%-ng@(u) — .

1
Odavde, mnozenjem sa , gde je x # 0, p(u) # u, dobijamo
u

 o(u) -

jednacinu sa razdvojenim promenljivim

du dx
pu) —u =z

i zamenom u sa J posle integracije, dobijamo opste resenje ili opsti integral
x

a odatle integracijom,

homogene jednacine (8).
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Primer 5. Naci opste resenje diferencijalne jednacine
x2y/€z/y — xyez/y + y2.

1
Resenje. Zamenom y), = —-, pri cemu je z = x(y) nepoznata funkcija, dobi-
x
Y
jamo

21 2 : 2
T ;ey =xyey +y°.
/
x
Odavde, mnozenjem jednacine sa —, y # 0, sledi:
Y

$2 2 r Z / /
—e¥Y = —e¥Y -x +a.
yz

Posto je jednacina homogena, uvodimo smenu v = E, u = u(y). Odavde dobi-
Y

jemo x = u -y, 2'(y) = u+ u'y. Zamenom dobijenih izraza za x i 2’ u jednacini

dobijamo:

u?e = u- e (u+u'y) +u+u'y.

Odavde sledi
W (uyet +y) = —u,

odnosno
du

I y(ue" +1) = —u.

d
Odavde, mnozenjem jednacine sa —y, uz uslov y # 0, u # 0, dobijamo jedna¢inu
y-u

1 d
(e"+ —> du=-Y.
U Y

Integracijom dobijamo opste resenje: €“+1In|u| = —In |y| +1n|C|, odakle zamenom

sa razdvojenim promenljivim:

€T z
u=—slediey = —1n

z 1 z
E’—lny|—&—ln|C’|,ey zln‘g~—~0’,ey :ln‘g
Y Ty T

1.3. Linearna diferencijalna jednacina prvog reda

Definicija 8. Linearnom diferencijalnom jednacinom prvog reda naziva
se jednacina

Yy + Pla)y = Q(x) (9)

linearna po nepoznatoj funkciji y i njenom izvodu ', gde su P(x) i Q(x) —
funkcije argumenta x.
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Ako je Q(z) = 0, tada se jednacina (9) naziva linearnom homogenom,
a ako je Q(x) # 0 — linearnom nehomogenom.Postoji nekoliko metoda za
resavanje linearne diferencijalne jednac¢ine (9). Ovde éemo izloziti dve me-
tode.

Prvo éemo izloziti metodu smene. Ona se sastoji u tome da reSenje dife-
rencijalne jednacine (9) trazimo u obliku proizvoda dveju diferencijabilnih
funkcija:

y(x) = u(z)v(z). (10)
Diferenciranjem dobijamo:
y = u'v+u (11)
i zamenom y i ¢ iz (10) i (11) u jednacini (9) dobijamo:
wo+u +P-u-v=Q,
odnosno
u'v+u(v' 4+ Pv) = Q, (12)

gde smo koristili krace oznake u, v, P, @ za funkcije u(x), v(z), P(x) i Q(x)
redom.
Odredimo funkciju v iz uslova

v+ P-v=0. (13)
Tada se jednacina (12) svodi na jednac¢inu
u'v = Q. (14)

Jednacina (13) je jednacina sa razdvojenim promenljivim. NapiSimo je
u obliku

dv
— = —Pu,
dx
. .. x .. v . ..
i pomnozimo sa —, v # 0. Dobijamo — = —Pdx, a odatle integracijom,
v v
dv
— = —/de. Opste resenje ove jednacine je
v

ln|v|:—/de+lnCl, C1 >0,

tj.
| = Cre= /P,
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Uzmimo za funkciju v(z) bilo koje partikularno resenje razlicito od nule,
na primer:

v=¢ JPd (15)

Zamenom v iz (15) u jednacini (14), dobijamo jednacinu sa razdvojenim
promenljivim:
u/‘e—de:E:Q’

odakle sledi

U/: d_u :Qefpdz
dz ’

odnosno,
du = Qef Pdz g,

Integracijom dobijamo
u==C +/Qefpdxda:. (16)

Zamenom dobijenih resenja u i v iz (15) i (16) u relaciji (10) dobijamo opste
resenje diferencijalne jednacine (9):

y=e JPd <C+/Qefpdzdx> . (17)

Druga metoda za reSavanje jednacine (9) je tzv. LagranZova metoda
varijacije konstanata. Postupamo na sledeéi nacin. Prvo nalazimo opste
reSenje odgovarajuce homogene jednacine

y+Py=0 (18)
u kojoj se promenljive mogu razdvojiti:

dy _
y

—Pdzx.
Odavde, posle integracije, dobijamo
Inly=InCy — /de, Ci >0

pa je

ly| = Cye= I P (19)
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opste resenje linearne homogene jednacine (18).

Lagranzova metoda se sastoji u tome da opste resenje nehomogene jed-
nacine (9) trazimo u obliku opSteg resenja homogene jednacine, ali smatra-
juci C1 ne konstantom, veé funkcijom argumenta x, dakle, u obliku

y = Cy(x)e S P@ (20)
Funkciju C; = Cj(x) odredi¢emo tako da funkcija (20) bude opste
resenje jednacine (9). Zato nadimo
Y = Cle~ [Pl _ ¢y p. ol Pl
i zamenimo ¢’ i y iz (20) u jednacini (9):
Cle~ I Pde _ ¢ pe=IPdz ¢y p=[Pdz _ ().

Dobili smo jednac¢inu sa razdvojenim promenljivim

dcC

d—l = Qef Pdr — odnosno dC; = Qef Pdz gy
x

Integracijom dobijamo
Cy(z) = C+/Qefpdxdm

i zatim, zamenom C4(z) u relaciji (20), dobijamo opste resenje linearne di-
ferencijalne jednacine (9).

Primer 6. Nadi ono partikularno resenje jednacine
zy'Inz=y+Inz
koje zadovoljava pocetni uslov y(e?) = 21n 2.

Resenje. Deobom leve i desne strane jednacine sa xzlnz, gde je zlnz # 0
dobijamo jednacinu
1 1

y - y=-,
zlnzx T

Cije opste resenje, posto je jednacina linearna, nalazimo po formuli (17):

dx dx
y = effP(m)d:v (C_,'_/Q(x)efP(w)dwdm) :efm (C_A'_/le_fmdx) =

T

1 1
— elnllnz| (C+/Eeln|ln$|dx) :1nx<C—|—/$ lnmdx) =Inz(C +In|lnz|).

Opste resenje je, dakle, y = In2(C + In|Inx|). Zamenom pocetnog uslova r = €2,

y = 2In2 u opstem reSenju dobijamo 2In2 = 2(C + In2) odakle sledi C' = 0.
Zamenom C' = 0 u opStem resenju dobijamo trazeno partikularno resenje y =
Inz-In|lnx|.






